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Vorbemerkungen

Das ist ein Skript der Vorlesung ”Lineare Modelle”, das auf dem IXTEX-File von Prof. Kiichenhoff
basiert. Es ist fiir mich zur besseren Ubersicht entstanden und hat sich durch die Vorbereitung auf
die Vordiploms-Priifungen stark erweitert. Zusaetzlich sollte es mir helfen N TEXdurch Anwendung
zu erlernen.

Dabei habe ich auch meine eigenen Gedanken eingebracht, der sich in Form von Kommentaren und
Beispielen, die ich aus der Vorlesung mit nach Hause genommen habe, duflern. Weiterhin habe
ich fiir die Vordiplomsvorbereitung hilfreiche Beweise und Erklédrungen aus dem Buch von Prof.
Toutenburg! ergéinzt. Zusétzlich erschien es mir sinnvoll, Grafiken einzufiigen, um fiir einzelne
Sachverhalte eine bessere Vorstellung erhalten zu kénnen.

Eigene Kommentare sind durch solche kleinen Dreiecke gekennzeichnet: .

Derzeit sind Kapitel 1 bis 9 von Prof. Kiichenhoff durchgesehen, korrigiert und ergénzt. Druckt
euch auch bitte erstmal nur diese Teile aus, da im Laufe des Sommersemesters 2009 weitere Kor-
rekturen stattfinden werden.

Sollten euch Fehler, weitere hilfreiche Kommentare oder andere Hinweise, Verbesserungsvorschlage
etc. einfallen, bin ich euch sehr dankbar. (Bitte an jule@statistiker-wg.de oder personlich) Die
anderen Nutzer werden euch auch sehr dankbar sein.

Also viel Erfolg damit. Ich hoffe es hilft euch etwas.

Viele Griifle, Jule

IToutenburg, Helge: Lineare Modelle. Theorie und Anwendungen. Heidelberg: 2., neu bearbeitete und erweiterte
Auflage, Physica-Verlag, 2003.
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1 Das einfache lineare Regressionsmodell

Annahmen:
Y, = Bo+pPizi+e;i=1,....,n (1.1)
E(Ei) = 0 (1.2)
Vie) = o2 (1.3)
{e;|i=1, ..., n} stoch. unabhéngig (1.4)
e ~ N(0, 0% (1.5)
Yi: Zielgrofle (Zufallsgrofe), abhéngige Variable
T feste bekannte Einflussgréfie, unabhéngige Variable
€;: Zufallsfehler

Bo, B1, o?: unbekannte Parameter
Anzahl der Beobachtungen

> (1.2) = E(Y|z) = Bo + f1z und = E(Yi|z;) = Bo + B1x;. Man betrachtet also die bedingte
Verteilung YV |X = z.

> (1.5) ist interessant fiir kleine Stichproben. Bei grofien Stichproben greift der zentrale Grenzw-
ertsatz.

1.1 KQ-Schéatzung

Wir betrachten Modell (1.1). Dann der KQ-Schétzer (Schitzer nach der Methode der kleinsten
Quadrate)

(Bo, B1) = arg min 3 Z Y; — By — ;) (1.6)
> Er berechnet fiir welche gy, 31 die Summe minimal ist. D.h. die Abstdnde der tatsdchlichen
Werte zu der Regressionsgerade sollen minimal werden. (Dabei kann der Abstand in y-Richtung,
z-Richtung oder der geometrische Abstand relevant sein. Hier wird der Abstand in y-Richtung
betrachtet.)

& =Y, — ﬁo — lei heilen Residuen. (1.7)

Der KQ-Schitzer existiert und ist eindeutig, (falls .., (z; — 7)* # 0):

5 = Sey x> (@i —2)(Y;=Y)
1 = = -

Bo = Y -—piz. (1.9)
Beweis:

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Minimums der quadratischen Funktion (BO, Bl) =
arg ming, g, Z (Y;—Bo—B1x;)? ist das Vorliegen einer Nullstelle der partiellen Ableitungen 1. Ord-
nung nach 60 und 0G1-

1. Bestimmung der partiellen Ableitung 1. Ordnung von (1.6):

(Y; = Bo — Prz:) :7221/ Bo — Br;

=1

(Yi — Bo — Przy) :—ZZY Bo — Brx;)w;

=1

Z (Y — Bo — pra:)* =
(Y; — 6

7
d n
m g5

=1

0 — Bizi)? =

ii M: I M:

7
i
dp



2. Normalengleichung durch Nullsetzen:

nH = ZYi—ﬁo—ﬁwz‘:O? nﬁo+ﬁ1zwi22yi
= Z Y; = fo — Brz)w; =0 = 502%*‘512% = miyi
i=1

3. Berechnung von (3, durch Multiplikation von (I) mit L.

= Bo+ 01T =§= fo=0— P

4. Einsetzen von o in (II) um 1 zu bestimmen:

n n
B (Z z;? - nf2> = inyi —nry

Wegen Z —)” = Sxx und Z Z)(yi — ¥) j = X
i=1

= SXY folgt ﬁl = @

1.1.1 Eigenschaften des KQ-Schatzers

Durch Differenzieren von Y (Y; — By — f12;)? erhiilt man: (BO, Bl) sind Losung der Normalgle-
i=1
ichungen

e =0 (1.10)

Y ém o= 0 (1.11)

i=1

> Der Mittelwert der Residuen (geschétzte Abweichung) ist also immer Null. Es ist also ein
Trugschluss nach der Schatzung anzunehmen, wenn der EW Null ist, dass die Regressionsgerade
stimme. Sie ist und bleibt eine Schaetzung

> Also sind die ¢; nicht stochastisch unabhangig.

> Jede Regressionsgerade liuft wegen ¢; = 8o + 12 = i + B1(x; — &) durch den Punkt (z, 7).

Gegeben sei Modell (1.1) mit Annahme (1.2).

a. Dann ist (BO, ﬁl) ein erwartungstreuer Schitzer fiir (Gy, £1):

E(Bo, B1) = (Bo, 1) (1.12)
b. Fir die Varianzen von (Bo, Bl) gilt unter den Annahmen (1.3), (1.4):
. o2 o2
Vi) = ——— = (1.13)

2
nS2

o

(z; — 7)2

i=1

%xz _ 2 [711 L2 } (1.14)

ny (x;,— T
i=1

n

mit  $% = 1 Z(wl —7)?

n-
=1

> Je grofler die Streuung S2? der x-Werte ist, desto genauer ist die Schitzung von £;. > Je
grofler der Stichprobenumfang ist, desto genauer ist die Schéitzung von Gy und (1.



c. Unter der NV-Annahme (1.5) ist der KQ-Schitzer (3, 31) ML-Schiitzer.

Beweis:

(a) Es ist zu beachten, dass die x; fest sind und dass die einzige stochastische Komponente des

Modells ¢; ist.

n

A > (Vi = V) (i - 2)
E@) = B|=

&

E(By) = E[Y - 57 = E[fo + /17 + & — /1T = fo

(b) Ubung: Aufgabe la

(¢) Die Likelihood von Beobachtungen (y;, z;) lautet:

L(yi,z;) = ﬁ(m)ilexp {_w}

] 202
=1

In L(y;,x;) = —n/2'1n(02~2~7)——212§ g2
o
i=1

n
Da die Parameter 3y und (; nur in 5? vorkommen, entspricht die Maximierung von

=1

In L(y;, z;) der Minimierung von Y £?. Damit entspricht die KQ-Methode der ML-Methode.

=1

1.1.2 Schatzung von o2

Gegeben sei das Modell (1.1) bis (1.4).

und Konfidenzintervalle fiir 55 und (3,

1. Dann ist
n

5?1 Zef S Z(Yi — (Bo + Brzi))?

n—2 4 .
=1 1=1

ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2

> Als ML-Schitzung von o2 ergibt sich:

O

(1.15)

> Dieser Schétzer ist nicht erwartungstreu und wird er selten verwendet. Statt dessen werden
2 FG beachtet, da zwei geschétzte Parameter By und 1 genutzt werden. Das ergibt dann

die Korrektur (n-2)



2. Unter der Normalverteilungsannahme (1.5) gilt:

1 n
72 & ~ Xoo (1.16)
(BO, I ) und & stochastisch unabhingig (1.17)

> Aus Y. & =0und ) &x; =0 ergeben sich die (n — 2) Freiheitsgrade der y?-Verteilung

=1 i=1

3. Unter (1.5) gilt fiir die Schétzer By und S :

- —
=P oy amite, = |—O (1.18)
F B
b

Bo — Bo o -

n
Z 2
~ tp_pmit 65 = |0 =1

— — (1.19)
%5, ;( )2

4. Konfidenzintervalle zum Niveau 1 — « fiir £; und 5y unter Normalverteilungsannahme (1.5):
161 — 65, t1-a/2(n —2); By + 65,t1-a/2(n —2)] (1.20)
[Bo — 65,t1-ay2(n = 2); B0 + 65, t1-a/2(n — 2)] (1.21)
ti—as2(n —2): 1 — a/2-Quantil der ¢t(n — 2)-Verteilung.
Beweis:

Teil 1 und 2 spater als Spezialfall im multiplen Regressionsmodell

Teil 3:
Def. t-Verteilung: X3 ~ N(0;1) e
2 1
Xo ~ Xn

X1, X unabh. J (/%2
~ 0‘2 T
~ N =3 | d i~ NV
B1 (ﬂl S = 5)° ) a f= ZZ )2y

(Summe von unabh. NV ZG)

Ntn

Aus der Def. der t-Vert. und Teil 2 = Behauptung

Teil 4: Standardkonstruktion von Konfidenzintervallen O

1.1.3 Quadratsummenzerlegung
Gegeben sei das Modell (1.1). Dann gilt:
1.

Z(YPY)Q =y %)2+_an(1%¥>2 (1.22)

SST SSE SSM
mit den angepassten Groflen Y; = Bo + lei



SST:  Sum of Squares Total  Gesamtstreuung von Y
SSE:  Sum of Squares Errors Streuung der Residuen
SSM:  Sum of Squares Model Streuung, die das Modell erklért

> SST = Streuung auf der y-Achse um g
> SSE = Reststreuung; Abweichungen VON der Regressionsgerade
> SSM = Abweichungen AUF der Regressionsgerade

2.
SSM SSE
2 _ -1— 1.23
SST SST ( )
heifit Bestimmtheitsmaf}. Es gilt
R? =71, (1.24)

r.y := Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson.

> R% €[0,1]
> R? beschreibt den Anteil der Varianz, die durch das Regressionsmodell erklirt werden kann, was
(1 — den Anteil der nicht erklarten Variabilitdt) entspricht.

Beweis:

1. Mit dem Nulltrick ergibt sich

(i —9) = (Wi — i) + (i — )

2. Man quadriert und summiert beide Seiten:

n

Swi—0P=> wi—0)+> @Gi—-9)>+ QZ(% —9:)(9: — 9)

i=1 i=1 i=1

3. Fiir das gemischte Glied erhélt man dann mit den Normalengleichungen (1.10) und (1.11):

n n

D i = 9@ —9) =Y (i — )b (xi — 7) = by Zéi(l“i —-2) =/ (Zézwz - xzéz> =0

i=1 i=1

4. Damit ergibt sich:

Wi—9°=> Wi—9)*+> i —§)° & SST=SSE+SSM

1 i=1 i=1

n

?

Merke: Nulltrick als Technik fiir Quadratsummen-Beweise. O
Bemerkung: Freiheitsgrade

Zu den obigen Quadratsummen wird {iblicherweise die Zahl der Freiheitsgrade angegeben. Sie
bezeichnet die Anzahl der frei bestimmbaren Summanden der obigen Quadratsummen (bei geg.
x;). Die anderen Summanden ergeben sich aus diesen.

bei SST: > (y; —9) =0=df =n—1

bei SSE: NGL liefern 2 Restriktionen = df =n — 2
(Z él = 0; Zf‘:ixi = 0)

bei SSM: 3(4; — §)* = 2o(Bo + Prai — §)* = Yo (b1(z; — 7))
= df =1 (durch Wéhlen von 1 y-Wert liegt 3; fest)
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1.1.4 Prognose

Neben (1.2) - (1.4) betrachten wir eine weitere Beobachtung z,,41 mit zugehoérigem unbekanntem

Y, +1. Der Prognosewert von Y, ;1 ist gegeben durch
Vi1 = Bo+ Biznia

Fiir den Erwartungswert und die Varianz des Prognosefehlers gilt:

E (anﬂ - Yn+1) = 0

. 1 1 — )2
V(Yn+1*Yn+1) = o° 1+*+M

n

B CTE

i=1

Prognoseintervall fiir y,, 11 zum Niveau 1 — o

[Ynt1 — 6y, ti—asa(n —2); Vo1 + by, ti—as2(n —2)]

L+ 1/n+ (zpp1 — )%/ (Z(zi —~ :‘c)2>]

i=1

=52

Q>

. 2
mit .
Yn41

Beweis:

e Erwartungswert des Prognosefehlers:

E(Ypi1—Ynr1) = EBo+ brzni1 — (Bo+ brns1 +ent1))
= E(fo—B) +E(B— Bi)Tny1) — Elens1)
——
=0 ,da E(Bo)=0 =0 ,da E(81)=0 =0

e Varianz des Prognosefehlers:

Var(Yns1 — Yni1) = Var(Bo+ Biznsr — (Bo + Bionst + ens1))
Va?"((ﬁo —Bo) + (31 — B1)xnt1) + Var(ens1)
= Var(y— B (i1 — T + 02

1 ~
= o*+ EOQ +Var(Bi(zni — 7)?
e Prognoseintervall: Standardkonstruktion von Konfidenzintervallen.

Bemerkungen:

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

1. Alle Aussagen gelten nur unter der zentralen Modellannahme des linearen Zusammenhangs

von E(Y) und x. (> Beispiel des quadratischen Modells)

2. Transformationen sind grundsétzlich moglich. Zu beachten sind dann die geénderte Inter-

pretation der Modellparameter und der Modellannahmen. Insbesondere ist

Elg(Y)] # g[E(Y)]

> Zum Beispiel ist bei Y; = Gy + Bixi2 + € = InY; = Infy + fix; + Ine; zu beachten, dass

E(g;) = 0 nicht mehr gilt.

3. Das lineare Modell ist in vielen Beispielen eine sinnvolle Naherung. Die Zusammenhange in
der Realitat sind komplexer. (Bsp.: Quadratischer Zusammenhang wird durch ein lineares

Modell versucht zu erkléren, siehe 1.2.3)
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1.2 Beispiele

Dieser Abschnitt wurde von mir mit Beispielen aus der Vorlesung hinzugefuegt.

1.2.1 Erlauterung der Quadratsummenzerlegung:

Angenommen man kennt nur die y-Werte und man mochte
damit ein Konfidenzintervall fiir Normwerte festlegen (z.B. yA
Herzfrequenz). Dann wihlt man den Durchschitt 7 als Mitte
und legt anhand dessen die 1 — $-Grenzen fest. Damit ergibt
sich der SST.

Bekommt man zu jedem y-Wert zusatzlich auch einen x-Wert
(z.B. Gewicht), so werden die Normwerte nicht nur als KI
angegeben, sondern die Punkte auf der Regressionsgerade. Hier
ergibt sich dann also der SSM.

Der SSE ergibt sich dann durch die Streuung der wahren
Punkte um die Regressionsgerade.

<Y

1.2.2 Beipiel: Osteoporose

Um zu untersuchen, ob Osteoporose eine ,,moderne“ Krankheit
ist, wurden Daten aus Reihengrabern analysiert. il

Die zentrale Fragestellung ist also der Zusammenhang zwischen
Alter und Knochenbélkchendicke des 4. Lendenwirbels. Dabei
sollen Aufireifler gefunden werden, die ein Zeichen fiir Osteo- g
porose sein konnen.

1200000

Im Zentrum der Interpretation stehen die Parameterschatzung
von f31, die Schatzung der durchschnittlichen Abweichung von

der Regressionsgerade und R2. w w w w w w
20 30 40 50 60 70

800000

alter

Probleme konnen entstehen durch:
e Messfehler (Das Alter kann nur ungenau gemessen werden)

e Die sehr kleine Stichprobe kann eine starke Verschiebung der Gerade durch nur 2-3 Aufireifler
bewirken.

e 1; ist nicht zufillig

1.2.3 Lineares Modell als sinnvolle Anniherung
Gegeben sei ein quadratisches Modell:
Y =z2 +emit B(e) =0, x1=0,20=1,23=2und y1, 2,93

Angenommen wird aber ein lineares Modell: KQ-Schéatzung

12



; Yoy (@ —2)(yi — 9) -
E — i
. Yo (2 —)? "
= S (1B~ 5) + 18y - 7) - o
= %(—02+4)=
E(f) = E(@—B@)zg-zl:_% . | | |

> Falscher Zusammenhang, aber KQ-Schétzer existiert.

Je nachdem, wie die x-Werte (unter Annahme der Richtigkeit des quadratischen Modells) liegen,
bekommt man eine andere Regressionsgerade (bei Annahme eines linearen Zusammenhangs).

e Naherung im Bereich [0, 2] ist akzeptabel (abhéngig von der Gréfle des Storterms).

e Prognose auflerhalb von [0,2] ergibt falsche Ergebnisse. Auch das Prognose-Intervall ist
vollkommen falsch: z.B. = —1 ergibt eine Prognose von § = —1, obwohl y = 1 richtig ist.

13



2 Das multiple lineare Regressionsmodell

2.1 Darstellung

Yi = Bo+biza+Bzio+...+8zptegi=1,...n
Y = XpB+e zp =1z ... xip) (2.1)
mit
Yi 1z, - T Bo €1
v=| o |x=| z p=| o |e=
Yy L an Lnp Bp €n

> Interpretation von 31 in Y; = By + B1xi1 + Baxio + €;:

Y steigt um (;-Einheiten, falls 1 um eine Einheit steigt und xo festgehalten wird. x; muss also
vom Einfluss von x5 bereinigt werden.

> Es sind jetzt (p + 1)B-Parameter und o2 zu schiitzen.

2.2 Modellannahmen

E() = 0
E(e) = 0 (2.2)
Vi) = o 2.
{e;]i=1,...,n} unabh.
Aus (2.3), (2.4) folgt: V(e) = oI
Ause; ~ N(0,0%) und (2.4) folgt:
e ~ N(0,071) (2.5)

feste Design-Matrix (Matrix der Einflussgrofien)
Vektor der Regressionsparameter

Zufallsvektor der Zielgrofie

Storgrofien

DN

> Wenn (2.2) erfuellt ist, ist das Modell als richtig anzusehen.
> (2.3) und (2.4) = ¢; sind unkorreliert und haben die gleiche Varianz.
2.3 KQ-Schatzer
Wir betrachten Modell (2.1). Dann heifit
B =arg min (Y — X5)'(Y - X5) (2.6)
Y (Yi—zip)?

KQ-Schétzer.

& =Y, —xp (2.7)
Es gilt fiir (X'X) invertierbar: [ existiert, ist eindeutig und
f=(X'X)"'X"Y. (2.8)
Der KQ-Schétzer erfiillt die Normalgleichungen:
X'e=0 (2.9)
Dabei heifit die Matrix X’ X Produktsummenmatrix. Es gilt:
n Sxi e Dz

2. Ti1 2%21 e YTy

X'X = (2.10)

szp DR e Zx?p

14



2.3.1 Eigenschaften des KQ-Schatzers
Sei das Modell (2.1) mit (2.2) gegeben.

1. Der KQ-Schétzer ist erwartungstreu:
E@)=8 (2.11)

2. Fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix von § gilt unter (2.3) und (2.4):

V(B) =o?(X'X)"? (2.12)
3. Unter (2.5) gilt: )
B~N (B, o*(X' X)) (2.13)
Beweis:
1.
E(B) = E(X'X)7'X'Y) = (X'X) ' X'BE(Y) = (X'X) "' X'X8 =
2.

Var(3) = Var(X'X)7'X'Y) = (X'X) "' X' Var(V)X(X'X) ™! = (X' X) 162

0
2.4 Hat-Matrix P und Residualmatrix @)
Sei das Modell (2.1) mit einer Designmatrix X mit rg(X) = p+ 1 gegeben. Es gilt:
Y = X(X'X)'X'Y =Xp (2.14)
P = X(X'X)'X' (2.15) | R
[
nxn : :
¢ = Y-Y=(I-PY=QY (2.16) e=(I-R)y |
Q = I-P (2.17) | |
| |
>Y = PY: P wird Hat-Matrix genannt, weil sie Y den ,,Hut* | I
aufsetzt. . | I
bé=QY,daQV =(I-P)Y =Y -PY=Y -V =¢ [ S R
> Die Residualmatrix @) bietet also die Abbildung von Y auf €, "/x1 y=ry
die AResiduen. Y -
> Y kann geometrisch als Projektion auf den Unterraum Z *2
interpretiert werden, der von z aufgespannt wird (sieche Grafik).
2.4.1 Eigenschaften von P und Q
P heiBt Hat-Matrix (Y = PY), Q Residualmatrix.
P =P P’=P (2.18)
Q=Q, Q=Q (2.19)
PQ=QP=0 (2.20)

> P’ = P < P sind symmetrisch.
> P? = P & zweimaliges Anwenden der Regression fiihrt zum gleichen Ergebnis, d.h. P ist
idempotent.
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> (2.20) = P und @ sind orthogonal, d.h. sie sind Projektionsmatrizen < Anwendung der Re-

gression auf die Residuen liefert g = 0.

Fiir die Varianz-Kovarianz-Matrizen von Y bzw. é gilt:

V(Y) 0P
V(e = o°Q
daé = Qe

2.5 Erwartungstreue Schatzung von o?
Gegeben sei das Modell (2.1) mit (2.2) bis (2.4). Dann ist:

1 1
~2 NN ~2
6% = g'é= E g;
n—(p+1) n—(p+1)—"
ein erwartungstreuer Schétzer fiir o2.

> (p+1) Freiheitsgrade, da (p+1) Parameter geschétzt wurden.

Bemerkung: Fiir Projektionsmatrizen gilt allgemein:

Sp(P) =rg(P)
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3 Quadratsummenzerlegung und statistische Inferenz im
multiplen linearen Regressionsmodell

3.1 Quadratsummenzerlegung
Gegeben sei das Modell (2.1) mit Design-Matrix X und

rg(X)=p+1=:p. (3.1)
1z, - 1
>Da X (p+ 1) Spalten hat: X =
1 Tnl Tnp
Dann gilt:
Y-Y)(Y-Y) = Y-V -Y)+(Y -Y)(Y -Y) (3.2)
| S ——
SST SSE SSM

> SST, SSE und SSM haben die Dimension 1, sind also Skalare.
> Die Quadratsummen haben folgende Freiheitsgrade: SST :n—1, SSE :n—p', SSM : p.

Interpretation:
SST . Gesamt-Streuung, (korrigierte) Gesamt-Quadratsumme, “Total”
SSE : Fehler-Quadratsumme, “Error”
SSM : Modell-Quadratsumme, “Model”

Die Zerlegung (3.2) setzt ein Absolutglied (> fp als Konstante) in der Regression voraus. Eine
weitere Zerlegung setzt nicht notwendig ein Absolutglied in der Regression voraus:

! O\ / ¥ YA,
(}i Y -)(Y-Y)+ {,}_’/ (3.3)
SST* SSE SSM*
SST* : nicht korrigierte Gesamt-Quadratsumme
Erfasst auch Abweichungen von Y = 0 und nicht nur von Y.
SSE : Fehler-Quadratsumme, wie bei (3.2)
SSM* : nicht korrigierte Modell-Quadratsumme

3.1.1 Erwartungswerte der Quadratsummen

Wir betrachten das multiple Regressionsmodell (2.1) mit (2.2) bis (2.4) und
P.=e(de)7te, Q.=1I1—P.mit e=(1,1,...,1). (3.4)

Dann gilt fiir die Erwartungswerte der Quadratsummen:

E(SST*)=EXY'Y) = o*n+pX'Xp (3.5)
E(SST)=E(Y -Y)(Y =Y) = o*(n—1)+F(QX) (QX)B (3.6)
E(SSE) = EA( A’Aé) = o*(n—yp) (3.7)
E(SSM*)=E(Y'Y) = o*p +p5X'X3 (3.8)
B(SSM)=E(Y -Y)' (Y =Y) = o’p+p(Q.X)(Q.X)8 (3.9)

>mit Y = PY und (Y —Y) = QY
> Die Erwartungswerte der Quadratsummen sind Hauptinstrumente fiir die Inferenz im Regres-
sionsmodell.
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Beweis:
Allgemein berechnet man den Erwartungswert von Quadratischen Formen wie folgt:

=1 j=1 =1 j=1

n n n n

= > > agEV)EY;) + Y Y ai;Cou(Y;,Y))

- }E_(Y)_’AE(Y)+SP(AV(Y_)) _

V(Y) := Varianz-Kovarianzmatrix von Y

Unter Benutzung von Sp(AV (Y)) = sp(A)-0? = rang(A) * o fiir Projektionsmatrizen erhilt man
obige Identitaten. O

Bemerkungen:

1. Die stochastischen Eigenschaften der Quadratsummen werden zur Konstruktion von Tests
beziiglich G genutzt

2. B=0= E(Y'Y) = no?, da der hintere Teil wegfilllt (3.5).
3. B1,...0p = 0= E(SSM) = po?, wegen (3.9).
4. Zum Nachweis von 3. benutzt man, dafl Q. der ”Mittelwertsbereinigungs- Operator” ist:
Qex={I—-Plz=z—=
Die erste Spalte von Q. X ist also der Nullvektor:
0 211 =21 -+ Tip—Typ

QeX =

0 Zp1—T1 -+ Tpp—Tp

3.1.2 Mittlere Quadratsummen

Wir definieren entsprechend der Zahl der Freiheitsgrade die mittleren Quadratsummen:

MST* = SiT (3.10)
SST

MST = = (3.11)

MSE = SSE, (3.12)
n—p

MSM* = SS],W (3.13)
D

msm = M (3.14)
p

3.2 Verteilungsdefinitionen
3.2.1 Normalverteilung

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor Z heifit multivariat normalverteilt, falls fiir seine Dichtefunktion
gilt:
1

f=(2) 5l W27z = p) (3.15)

1
= —— ex
NN T

mit positiv definiter, symmetrischer Matrix 3.

Bezeichnung: Z ~ Np(p, X)
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Eigenschaften: Ist Z ~ N, (i, ¥), so gilt:

1. Momente:

E(Z) = n
V(Z) = %

2. Lineare Transformationen:
Ist A: R — R™ eine lineare Tranformation mit rg(A) =m

= AZ ~ N,,,(Au, AXA") (3.16)
> Beweis iiber Dichtetransformationssatz

3. Orthogonale Transformation in unabhingige Komponenten
Es existiert eine Matrix T € R™*™ mit T'T = I und TXT" = diag (A1,..., An), sodass

TZ ~ No(Tp, diag (A1,...,\,)) gilt. (3.17)
> 3 ist symmetrisch und positiv definit, also auch diagonalisierbar.

> T ist orthogonal.
> Wenn normalverteilte Zufallsvariablen/-vektoren unkorreliert sind, sind sie auch unabhéngig!!

3.2.2 Chi-Quadrat-Verteilung

Ist Z ~ Ny, (u, I) so heit X = Z'Z = 3 Z;% (nicht-zentral) Chi-Quadrat-verteilt.

=1
Bezeichnung: X ~ x2(n,6)
n: Zahl der Freiheitsgrade

n
§:=p'u=">" % Nichtzentralititsparameter
i=1

7
Im Fall § = 0 erhélt man die zentrale x?(n)-Verteilung.
Eigenschaften: Ist X ~ x2(n,d), so gilt:
1. Momente:

E(X) = n+90
2n + 49

=
>
|

2. Allgemeiner Bezug zur Normalverteilung
Z ~ Np(p, %) R 4 i AR (ONT | (3.18)

n
> entspricht im normierten Fall: X; ~ N(u,0?%) = (XU;Q“)Z ~ x%(n)
=1

i=
> Beweis durch Normierung, Dividieren durch die Varianz und orthogonaler Transformation.

3.2.3 t-Verteilung

Seien Z und W voneinander unabhingige Zufallsgrofien mit

Z ~ N(4,1),
W~ x%(n).

Dann heiBt X = —Z_ (nicht-zentral) t-verteilt.

\/?
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Bezeichnung: X ~t(n,0)

n: Zahl der Freiheitsgrade,
6:  Nicht-Zentralitdtsparameter
Im Fall § = 0 erhiilt man die zentrale x2(n)-Verteilung.

Erwartungswert: Ist X ~ t(n,J), so gilt:

EX) = 6\/2 FIET(LQ;) fir n > 1.

n
2

3.2.4 F-Verteilung

Seien W7 und Wy voneinander unabhangige Zufallsgrofien mit

Wi~ x*(n1,9)
Wy ~ x*(n2)

Dann heifit X = gl/nl (nicht-zentral) F-verteilt.
2/n2

Bezeichnung: X ~ F(ni,n2,0)

ny:  Zahlerfreiheitsgrade
no:  Nennerfreiheitsgrade
: Nichtzentralitdtsparameter

Erwartungswert: Ist X ~ F(ny,ns,9), so gilt:

n2

E(X)Z 2(1—|—5/n1) fir ng > 2.

Nng —

3.3 Statistische Inferenz im multiplen Regressionsmodell
3.3.1 Satz von Cochran

Sei Z ~ N(u,X),dimZ =n,Ae€ R"*", A" = Aund rg(A) =r, B € R"™".
Dann gilt:

S=LA2=A = Z'AZ~ *(r,)/Ap)

A BcRY™ X=1AB=0 =— Z AZund Z'BZ sind unabh.

Bc R X =1I,BA=0 — BZ und Z'AZ sind unabh.
> (3.21) = A= AF also ist A idempotent.

Allgemeiner Fall (brauchen wir spéter):

AYA=A = Z'AZ ~x*(r,i/ Ap)
A, BE€ R"", AXB=0 =— Z'AZund Z'BZ sind unabh.
BcR"™",BYA=0 =— BZund Z'AZ sind unabh.

3.3.2 Verteilung des KQ-Schatzers unter Normalverteilung

(3.19)

(3.20)

(3.21)
(3.22)
(3.23)

(3.24)
(3.25)
(3.26)

Sei multiple Regressionsmodell (2.1) mit (2.5) und rg(X) = p’ gegeben. Fiir den KQ-Schétzer

gilt:
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B~ N@BAXX)T (3.27)

S = SAX'X)T! (3.28)
/ 6-2 2 /
n-p)—= ~ x(n—p) (3.29)
o
6und 3 sind unabhingig (3.30)
65, = Cer@, (crr entspr. Diagonalelement von(X'X)™!) (3.31)
Be =B t(n—p,0) (3.32)
R
Bk
2 e

> mit 62 = MSE = =

n—p’

> Normalverteilung des KQ-Schéatzers ist besonders fiir kleine Stichproben interessant. Bei groflen
Stichproben greift der Zentrale Grenzwertsatz.

Beweis:

(3.27) Normalverteilung von B folgt aus Eigenschaften der NV

(3.29) folgt aus Theorem von Cochran (1.Teil), da &€ = QY

(3.30) folgt aus Theorem von Cochran (3.Teil): B € R"*" ¥ =1, BA =0=— BZ und Z'AZ sind unabh.
mit

B:=(X'X)"'X' A:=Q,Z:=Y
BA=(X'X)"'X'Q=(X'X)"'X'(I-P) =
(X' X)X - (X'X)"' X' X(X'X)' X' =0.

3.3.3 Overall-Tests

> Der Overall-Test wird oft zu Beginn der Regression angewendet.
> Allgemeine Fragestellung: Ist das Modell iberhaupt hilfreich? Ist das Modell geeignet, den
Sachverhalt zu beschreiben?

Sei Modell (2.1) mit (2.5) und rg(X) = p’ gegeben. Dann gilt fiir die mittleren Quadratsummen:

S
Fo =220 Flpn ol 0 QXY QX)) (339
MSM* / / - / /
6= ~ FW.n—p,o?B(X'X)B) (3.34)

Die Verteilungen werden zu der Konstruktion folgender Tests benutzt:
Lehne Hoozﬂl =y =---=fF, =0ab, falls
Fo > Fia(p.n—p) (3.35)

> entspricht dem Test von Hy : Y; = [y mit /3’0 = ¢y gegen Hi : volles Modell mit y; =
Bo+ Biz1 + ...+ Bpxp

Overall Test mit G, = O:

Lehne HY* : Bg =1 =+ = Bp = 0 ab, falls
Fy > Fi_o@,n—p) (3.36)

Dieser Test wird nur in Ausnahmefallen angewendet.

Fi_o(p,n —p):(1 — a)-Quantil der zentralen F(p,n — p’)—Verteilung.
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3.3.4 Wald-Test

Als néchstes Ziel sollen Hypothesen, die sich mit Hilfe linearer Transformationen von § darstellen

lassen, betrachtet werden:

A€ Rt ce R
AB =c mit rg(A) =a
Beispiele:

1. Haben z1, x5 den gleichen Einfluss?
p=2 51:ﬁz<—>14=( 01 -1 ),c:O

2. Haben x3 und x4 iiberhaupt einen Einfluss auf Y7

00010 0

3. Direkter Test: Haben die Parameter bestimmte Werte?

001 0O
p_4ﬁ2_3/33+/64_1(_>14_(0 0 0 1 1 7C_<

y

Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R**?' rg(A) = a,c € R* gegeben.

Allgemeine lineare Hypothese

V(AB—¢c) = o?AX'X)tA
SSH = (Af—c)(AX'X)"TA) (48 —¢)
072SSH ~ x*(a,07%(AB — ) (AX'X)™1A)"H(AB —¢))
MSH := SiH
MSH

Srep ~ Flan—p,0 (A5 - o) (AXX) T A) T (4p - )

SSH: Quadratsumme, die die Abweichung von der Hypothese A = ¢ beschreibt.

Test nach Wald: H, : A = ¢. Lehne Hy ab, falls:

MSH

_ /
VSE > Fi_q(a,n—p')

> mit MSH = S8 = £6-¢'¢ yng MSE = £°

n—p’
> F-Verteilung (keine x2-Verteilung) wegen der Normierung mit %

Overall-Test und zweiseitiger t-Test
Die Overall-Tests aus (3.35) und (3.36) sind spezielle Wald-Tests.

(3.42)

Der mit Hilfe von (3.32) konstruierte zweiseitige Test auf 3 = 3 ist ebenfalls ein Wald-Test.

3.3.5 Likelihood—Quotienten-Test

Grundidee des Likelihood - Quotienten Tests:

Vergleiche (Bilde den Quotienten) maximierte Likelihood des Modells unter Hy mit maximierter

Likelihood ohne Hy.

ML-Schatzung: Die maximierte Likelihood des Modells ist

n

(2m)"™2 . 67" . exp(— Z

i=1

[\

&2
2

N

7)

Q>

Es folgt (siehe Nachweis ML = KQ aus Kapitel 1)
n

MazL = C-6"=C-(SSE/n)™/?
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Wir betrachten also den ML - Schétzer mit und ohne die Restriktion AG = c:

™>

Residuen unter dem Modell mit H
€ : Residuen unter dem Modell ohne Einschréankung
Die LQ- Teststatistik lautet dann:

)

Wald-Test ist Likelihood—Quotienten-Test
Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R**' rg(A) = a,c € R* gegeben.

/

™M>>
™>>

/

SRS

—n/2
) ~x*(a) (3.45)

™

é

Hy: AB=c gegen Hy : AG # ¢

Dann ist der Wald-Test zu dem Likelihood-Quotiententest dquivalent, d. h. :
Die Testgrofle des LQ—Tests ist eine streng monotone Funktion der Testgrofle des Wald - Tests:

s

T LQ
g streng monoton

> Hier wird mit den Modellabweichungen die Modellanpassung verglichen: SSE mit SSEg,.

Beweis:
Wir behalten das lineare Modell mit der linearen Restriktion A5 = c.
Wir l6sen das Minimierungsproblem

(Y - XB)'(Y — X3) - min unter AB=c
mit der Lagrange-Methode:
S(B.N) = (Y = XB)'(Y — XB) + 2X (A8 — ¢)

A ist der Vektor der Lagrange-Multiplikationen.

?TZ = 0« —2X’Y+2X’Xé+2A’A =0
g—i = 0& Aé =c
AN = X'Y-X'XB |- (X'X)!
(X'X)'AN = B8 |-A®)
S AX'X)IAN = AB—c (A=)
=)\ = (AX'X)'4A)Y43-¢)
(=5 = B (XX)AAXX) T A)HAB - o)
w o= (X'X)TTAAX'X)TTATTHAB - )
Darstellung von SSH
Y = XB=YV-Xuw
P Y-V =it Xuw
= = déetuwX'Xw (da X'&=0)
e+ (AR — o) [AX'X) T ATTHAB — )
= SSH = &é—¢s¢
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Damit haben wir eine andere Moglichkeit, SSH aus den Residuenquadratsummen zu berechnen.
Als Spezialfall liefert obige Gleichung die schon besprochene Quadratsummenzerlegung.

Damit ist 77 eine monotone Funktion der Testgrofie des Wald-Tests:

3.3.6 Reparametrisierung des Modells unter linearer Restriktion

Sei das Modell (2.1) mit (2.5) und A € R**¥' rg(A) = a,c € R* gegeben. (> Y = X + ¢)

Dann gibt es eine Reparametrisierung des Modells (2.1)
V = Zy+e (3.47)
V = Y-Xd (3.48)
Z = XB (3.49)

Das Modell ist das reparametrisierte Modell mit

Zielgrofe: V=Y-XdeR"

Design-Matrix: 2, Z € R ~a), g7 —p' —q

Parameter: v E Rv'-a

Storterm : € stimmt mit dem aus dem Grundmodell iiberein!

Zusammenhang Reparametrisierung und Modell unter linearer Restriktion

Es gilt:

= By+d (3.50)
SSH = ¢éé—¢¢ (3.51)

@
\

KQ-Schétzer unter Restriktion A8 = ¢

KQ-Schétzer aus Modell (3.47)

Residuenvektor aus Modell (3.47)=

Residuenvektor aus KQ-Schétzung unter Restriktion.

f"]>>‘.%> @»E_.

> Beispiel:
Angenommen wird das Modell
y = Bo+ f1x1+ faxa + €

Mit der Hypothese Hy : 81 = (32 ergibt sich ein neues einfaches lineares Modell
y = Bo+ frr1 + Brze + &= o+ Bi(w1 +x2) + €

mit nur noch einer Einflussgréfie (z1 + z2) und den Parametern Gy und (.

3.4 Sequentielle und Partielle Quadratsummen

Gegeben sei das Modell (2.1). Wir betrachten nun Teilmodelle, die durch Nullrestriktionen von
Komponenten des Vektors (3 entstehen und deren Residuenquadratsummen.

R(Bi, ..., BiklBs1, ..., Bj) = SSH = SSE(M1) — SSE(M2) (3.52)

M2: Modell, das die Parameter 81, ..., Bik, 81, - -, 35 enthalt.
M1: Modell, das die Parameter §;1,. .., 3; enthalt.
SSH: Hypothesenquadratsumme zur Hypothese

(Bi1 = ... = Bir = 0) im Modell M2.
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> Hierbei geht es um den Vergleich von zwei Modellen M; und Ms;, wobei M; Untermodell von
M2 ist.
> Die Gesamtabweichung der beiden Modelle bleibt gleich. Es gilt also:

M;:SST = SSM(My)+ SSE(M)
My : SST = SSM(Ms)+ SSE(Ms)
3.4.1 Partielle Quadratsummen

Die zu der Hypothese 3; = 0 gehorigen Quadratsummen bzgl. des Gesamtmodells heiflen partielle
Quadratsummen:

R(ﬁ”ﬁ(], e 61'71752’4»17 ey ﬁp) - SSE(M,Z) - SSE (: SSM - SSM(Mfz)) (353)
M_ii Modell mit HO : 51 =0.

> Hierbei wird das volle Modell mit dem um ein z; reduziertes Modell verglichen.
> Die partiellen Quadratsummen ist der Zéhler der F-Statistik zum Testen von §; = 0.
> entsprechen den Typ ITI-Quadratsummen in SAS

3.4.2 Sequentielle Quadratsummen

Wir betrachten die Folge von Modellen:

MO : Y = 60 +e€ (354)
M1 : Y = 50 + 61.171 +e€ (355)
M, Y =XB+¢ (3.56)
R(Bx|Bo, - -, Pr—1) = SSE(My_1) — SSE(M},) (3.57)

heilen sequentielle Quadratsummen und es gilt:

P
SST = R(Bi|Bo, - fr-1) + SSE (3.58)

k=1

> Die sequentiellen Quadratsummen messen die Verbesserung von SSM nach Hinzunahme einer
weiteren Variable xj zu den bereits vorliegenden x1,...,xr_1

> Sie beantworten die Frage nach dem Einfluss der Variable von zy.

> entsprechen den Typ I-Quadratsummen in SAS und SPSS

3.4.3 > Beispiel
ya = Bo+ Bz +ea
yp = o+ Pir1+ Pz +ep
yo = Po+ Prx1 + Boxo + Psxs + €ec

€a> €g> €¢¢c = SSEp> SSEp > SSEc & SSMy < SSMp < SSMc
Die sequentiellen Quadratsummen messen wie grofl nun der Unterschied zwischen den Fehler-

Quadratsummen ist. Je kleiner der quadratische Fehler, desto grofler der Teil, der durch das
Modell erklart wird.
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3.5 Bereinigung
Wir betrachten folgende Zerlegung des Modells (2.1):

Y = Xf+e¢ (3.59)
YV = (X1Xo)(B18) +e=X101 + Xoflo + ¢ (3.60)
fo= (X'X)TX'Y = (5, By (3.61)
Q2 = I—Xo(X3X2) ' Xy (3.62)
V' o= QY (3.63)
X = Xy (3.64)
= A = XXXV (3.65)

Y*, X7 : von Xy bereinigte Variablen
> (2 ist hierbei der Bereinigungsoperator

Beispiele zur Bereinigung Mittelwerts-Bereinigung

X, = (1...1)
X1 = (1‘1...17n),
Y* = Y—3
X = X\-z
(X/*X*)le/*Y* _ S;Z‘szy

Geschlechtseffekt, Trendbereinigung

Beipiel: Analyse von Fehleranzahlen in Tests zu starken Verben

Zielgrofe : Anzahl der Fehler bei Test
Einflussgrofflen:  Geschlecht Alter Leseverhalten, Fernsehverhalten, etc.

Regression auf bindre Variable Geschlecht entspricht Mittelwertsschiatzung
Bereinigung nach Geschlecht: Abziehen des jeweiligen Gruppenmittelwertes

3.6 Simultane Konfidenzintervalle

> Bemerkung:

Die Konfidenzintervalle fiir die geschatzten Parameter §; werden aus der t-Verteilung hergeleitet
(3.32)

0B £ &Bitl_%(n -7

Vielleicht hat man auch Interesse an Linearkombinationen v; = /(3 der f; oder man mdochte
mehrere 3; oder 7; betrachten.

Dann halten die obrigen Konfidenzintervalle das Sicherheitsniveau « nicht gleichzeitig ein. Deshalb
verwendet man silmutane Konfidenzintervalle.

3.6.1 Bonferroni-Konfidenzintervalle

Gegeben sei das Modell (2.1) mit der Normalverteilungsannahme (2.5) Dann sind fiir die Parameter

Bits -+, Bik

Bil ia’@iztl_ﬁ(n_p/)v l=1,...k

simultane Konfidenzintervalle zum Sicherheitsniveau 1 — «:

P(es gibt 1: |8y — Bul > Gp,ti—a(n—p)) <a
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Bemerkung;:

Die Parameter [3;; konnen durch Linearkombinationen ; = a’3 mit den entsprechenden geschatzten
Standardabweichungen ersetzt werden.

> Aus (3.66) folgt P(3; € [3; £ 6gti—g (n—p)]) < 7. Das entspricht der Ungleichung von Bon-
ferroni (3.67). Auf Tests iibertragen heifit das, dass ein multipler Test, der k Mittelwertsvergleiche
zum Niveau von ¢ durchfiihrt.

> einfache Adjustierung von «

> benutzt man bei wenigen Variablen g; oder ;

> sehr konserativ (d.h. bei der Verwendung ist man immer auf der richtigen Seite, aber es ist sehr
unflexibel)

> beriicksichtigt nicht, dass ﬂAZ oder 7; korreliert sind.

3.6.2 Konfidenzintervalle nach Scheffé

Sei Modell (2.1) mit NV-Annahme (2.5) gegeben.
Dann sind

B £V Fioap,n—p') 65 (3.66)

fiir die Parameter 3; und

FEVP Fi—alp',n—p) 65
fiir beliebige Linearkombinationen v = a’f3 simultane Konfidenzintervalle.

Bemerkungen:
Die KIs nach Scheffé sind z.B zur Bestimmung von simultanen Konfidenzregionen fiir Y geeignet

> Die KIs nach Scheffé sind bei einer Vielzahl von Parametern sinnvoll, da sie fiir alle moglichen
0B; und ~; gleichzeitig gelten
> Es gibt in Analogie zu den KI’s einen entsprechenden multiplen Test iiber die F-Verteilung
> berticksichtigt, dass 3; oder ; nicht unabhangig sind.
> ist ein Bayesianischer Ansatz.
3.6.3 Konfidenzellipsoide
Sei das Modell (2.1) mit NV-Annahme (2.5) gegeben.
Dann ist
{818 BY(X'X)(B- ) <6 Fialp/,n— 1)} (3.67)
eine Konfidenzregion fiir 3.
Entsprechendes gilt fiir lineare Transformationen v = Af3:

———1
{316 -7 (- 4) < dimy - Fialaim)n - )
ist Konfidenzregion zum Sicherheitsniveau 1 — a.

> Angenommen Y und X sind die Einheitsmatrizen, dann ergibt sich der Einheitskreis als Konfidenz-
ellipsoid. Ist dies nicht der Fall, sonst ergibt sich eine Ellipse.

3.7 Eigenschaften des KQ-Schatzers
3.7.1 Das Gauss-Markov-Theorem
Sei das Modell

Y = XB+e 1gX=9p
Ee = 0
V(e) o’ > Unabhéngigkeit der Storterme
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gegeben.
> Dieses Modell hat keine Normalverteilungsannahme.

Dann ist der KQ-Schétzer B unter den erwartungstreuen linearen Schatzern derjenige mit der kle-

insten Varianz: § ist BLUE-Schétzer (best linear unbiased estimator).

Ist 3 ein weiterer Schitzer von (3 mit E(B) = B und = CY, so gilt:

V(B3) = V(B)
V(3) > V() < V(B) = V(B) + M mit M positiv semidefinit (d.h. Ya # 0 : a’Ma > 0).

> Der Schétzer B7 der durch die KQ-Schitzung entsteht, ist also besser als jeder Schiitzer [, der
die Vorraussetzungen der Erwartungstreue und Linearitat erfiillt.
3.7.2 Konsistenz des KQ—-Schatzers

Sei das Modell (2.1) - (2.4) gegeben (die Normalverteilungsannahme ist also nicht notwendig). Wir
betrachten nun das Modell mit steigendem Stichprobenumfang n. Da die Einflussgroflen fest sind,
gehen wir von einer gegebenen Folge x,, der Einflussgrofien aus. Sei zu jedem n > p’

X, : Designmatrix, die aus den ersten n Beobachtungen besteht
B . KQ- Schitzer aus den ersten n Beobachtungen

Vor.: X,, hat vollen Rang fiir alle n > p

lim (X! X,)"' =o0.

n—oo

> Es wird also vorausgesetzt, dass der Schétzer mit steigenden n immer mehr am wahren Wert liegt.
Dann folgt die schwache Konsistenz des KQ-Schétzers (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit):
B £, 8. (3.68)

Sind die Storgrofen zusatzlich identisch verteilt, so folgt die starke Konsistenz (fast sichere Kon-
vergenz)

FQRENT) (3.69)

3.7.3 Asymptotische Normalitat des KQ-Schatzers
Sei das Modell (2.1) - (2.4) gegeben. Sei zu jedem n > p’

X :  Designmatrix, die aus den ersten n Beobachtungen besteht.

B™ . KQ- Schitzer aus den ersten n Beobachtungen
Vor.: X,, hat vollen Rang fiir alle n > p

lim max 2} (X, X,) 'a; = 0.

> Vorraussetzung ist also, dass das Gewicht von den Einzelwerten in der Schiatzung mit steigenden
n gegen Null geht.

Dann folgt die asymptotische Normalitat von 3

(XL X)) 2B — ) -4 N(0, ). (3.70)

> Wenn man also grofle Stichprobenumfénge hat, kann auf die Normalverteilungsannahme verzichtet
werden (dhnlich dem Gesetz der groflen Zahlen).
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4 Modelle mit diskreten EinflussgroBen

> Die kodierten Merkmalsauspragungen (z.B. Geschlecht: ménnlich 1, weiblich 2) kénnen nicht
wie reelle Zahlen in die Berechnung der Parameterschatzungen einbezogen werden, da diese nicht
unbedingt einer Ordnung unterliegen und die Abstéande nicht definiert sind. Deshalb miissen kat-
egoriale Regressoren umkodiert werden.

> typische Beispiele fiir kategoriale Regressoren sind:

e Geschlecht: weiblich, mannlich

Familienstand: ledig, verheiratet, geschieden, verwitwet

Pradikat fir Diplomzeugnisse: sehr gut, gut, befriedigend, ausreichend

e Standort der Borse: New York, Tokio, Frankfurt

Aktientyp: Standard, New Economy

Wir betrachten ein nominales Merkmal C' mit K Auspriagungen.

a) Einfache Dummy Codierung

1firC =%k ,
Zk(c){OﬁirC;ék; k=1,..., K (4.1)
b) Effekt-Codierung
1 fiir C =k;
Zi(C)=< 0 firC#kC#K k=1,...,K—-1; (4.2)
—1 fir ¢ = K.

> mit K als Referenzkategorie

4.1 Einfache Varianzanalyse

> Ziel der Varianzanalyse ist die Untersuchung, ob es Unterschiede in den Erwartungswerten der
einzelnen Gruppen gibt. Dies lasst sich auch als ,,Einfluss* des diskreten Merkmals auf die Zielgrofe
interpretieren.

Gegeben sei eine nominale Einflussgrofe C' mit K Ausprigungen (Gruppen).
Der ZielgroBlenvektor Y wird in die K Gruppen mit jeweils n; Beobachtungen aufgeteilt:

Y = (Yllv"'Ylnu}/le"'7YKTLK)

> Im Weiteren verwenden wir folgendes Beispiel:

> Modell mit einem Faktor mit K = 3
11 0 0 Ausprigungen und je n; = 2 Wiederholungen
1 1 0 0 "
1010 T >u Gesamtmittelwert (Over-all-mean)
Y= 1 01 0 T Te b7, Abweichung des Mittelwertes der k-ten
100 1 75 Gruppe vom Gesamtmittelwert (g = p + 7%).
1 0 01

> Fiir dieses Modell konnen keine Parameter geschatzt werden, da X X nicht vollen Rang hat und
somit nicht invertierbar ist. Die Parameter werden aber mit 3 = (X’X)~1X'Y geschiitzt.
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4.1.1 Mittelwertsmodell
Yii = pr + €t l=1,....,n; k=1,..., K
H1
Y =(Z1(C)...Zx(C)) : +e (4.3)
1204

> Yy, ist die Gruppenangehorigkeit.
> k ist der Laufindex fiir die Gruppenzugehorigkeit.
> [ ist der Laufindex fiir die Wiederholungen der Beobachtungen fiir festen Faktor.

Beispiel

Design-Matrix X fiir K = 3 Gruppen mit je ni = 2 Beobachtungen pro Gruppe:
Gruppenmittelwert pg.

> Hier wird die erste Spalte weggelassen

= lineare Unabhéangigkeit der Spalten =
(X’'X) ist invertierbar = Eindeutigkeit der KQ-

0 0 1 Schatzung.
> Man schétzt fiir jede Faktorstufe einen eigenen

SO O ==
O = = OO
_0 O O O

4.1.2 Effektkodierung
K
Yo = p+ 7 +eps; ZTk:ZO
k=1

m
Y = (e Z¢(C)...Z%_,(C)) Tf te (4.4)

TK—1

Beispiel
Design-Matrix X fiir K = 3 Gruppen mit je ny = 2 Beobachtungen pro Gruppe.

> 4 ist der ungewichtete Gesamtmittelwert iiber
die Gruppen.
> 7 ist die Abweichung des Gruppenmittelw-
ertes vom Gesamtmittelwert.
> Tx ergibt sich durch die anderen 7’s:

K—1
TK — — Z Tk

k=1

Il
e
—_— = OO

— — 0 O -

> Eindeutigkeit der Schitzung erreicht man, indem man die 7’s durch Zle 7 = 0 einschrénkt.
Dadurch sind nur noch (n — 1) 7’s ”frei wahlbar”.

Bemerkung:
e Eine Alternative Effektkodierung entsteht durch die Einschrankung der 7’s durch Zszl NETE =
0.
e ny: Stichprobenumfinge der einzelnen Gruppen

e Hier werden die Gruppen entsprechend den Stichprobenumfingen in den Gruppen gewichtet.
Es ergibt sich p als gewichteter Gesamtmittelwert tiber die Gruppen.
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4.1.3 Modell mit Referenzkategorie K:

Yo = px+7+em 7k =0;
1204
T1
Y = (6 Zl(C)ZKfl(C))
TK—1

+e€

> Als Referenzgruppe K wird im Allgemeinen die letzte Gruppe gewéhlt.

Beispiel

Design-Matrix X fiir 3 Gruppen mit je 2 Beobachtungen pro Gruppe:

> 7%, ist hier der Unterschied des Gruppenmittel-

der Referenz K.

e T N T S =
OO OO ==
OO~ =, OO

4.1.4 Nullhypothesen zum Test auf “Effekt von C”:

Mittelwertsmodell: Hg:puy =ps = ... = ug
Effektkodierung;: Hy:mm=m=...=7g_1=0
Referenzmodell: Hy:mm=m=...=7k_1=0

> Hat die Gruppenzugehohrigkeit C einen Einfluss?

> Hp : C hat keinen Effekt. Wird H, abgelehnt, so ist der Effekt von C signifkant.

4.2 Modell der zweifaktoriellen Varianzanalyse

werts der k-ten Gruppe zum Gruppenmittelwert
der Referenzgruppe K.
> px entspricht somit dem Gruppenmittelwert

Wir betrachten zwei diskrete Einflussgroien C' und D mit K7 bzw. Ko Auspragungen. Man spricht
dann von einer zweifaktoriellen Varianzanalyse mit einem K;-stufigen und einem Ko-stufigen Fak-

tor

4.2.1 Modell mit einfachen Effekten (Effektdarstellung)

Y = (e Z(0).... Zie, 1(C) Z{(D) ... Zi, 1 (D))

Test auf Effekt von C:
H()ITl:...:TKl_l:O

Test auf Effekt von D:
Hol’yl = ... = VKy-1 =0

31

T1

TK;—1
71

VTKy—1




Designmatrix X fiir Modell mit einem zweistufigen und einem dreistufigen Faktor und jeweils zwei
Beobachtungen pro Faktorkombination

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 -1 -1
1 1 -1 -1
X = 1 -1 1 0
1 -1 1 0
1 -1 0 1
1 -1 0 1
1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1

4.2.2 Modell mit Interaktion

Interaktionen lassen sich durch Aufnahme aller Produktterme Z;(C)Z; (D) modellieren:

n
T1

Y =(e, Z{(C) ... Zr,1(D)Z{(C) - Z{(D) ... Zg, ~1(C) Z 1, -1 (D)) - (VK;)—l (4.7)
)11

(T9) K1 -1, K51

> Interpretation einer Interaktion: Die Wirkung von C ist abhéngig von dem Wert des Faktor B.
> Umsetzung, indem man die Faktoren jeweils miteinander multipliziert und entsprechend eine
neue Variablen ins Modell einfiigt.

Test auf Interaktion:
Ho : (7-7)11 =...= (T"/)Klfl’[{zfl = 0

> Beeinflussen sich die Gruppen wirklich gegenseitig?
> Wird H, abgelehnt, so interagieren die Gruppen.

Beispiel

Design-Matrix X fiir 2-Faktor Modell mit einem zweistufigen und einem dreistufigen Faktor: (jew-
eils eine Beobachtung pro Merkmalskombination).

1 1 1 0 1 0 L
1 1 0 1 0 1 m
R I T T B B B | "
XB= 1 -1 1 0 -1 o0 |- Ya
1 -1 0 1 0 -1 (7)1
1 -1 -1 -1 1 1 (7712

> 2. Spalte - 3. Spalte = 5. Spalte
> 2. Spalte - 4. Spalte = 6. Spalte
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4.2.3 Zwei-Faktor-Modell mit Referenz-Kategorie

1 110
1110
1 1 0 1
1 1 01
1100
1100
Xp = 1010
1010
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1000

T1
g4t
72

w: Der Mittelwert in Kategorie (2,3).

71: Unterschied zwischen beiden Gruppen des
ersten Merkmals.

1, Y2 Unterschied zwischen zwei verschiedenen
Gruppen zu Referenzgruppe des zweiten Merk-
mals.

4.3 Erweiterung auf Kombination von diskreten und stetigen Merkmalen

(Kovarianzanalyse)

Beispiel fiir Design-Matrix X fiir K = 3 Gruppen mit je ny = 2 Beobachtungen pro Gruppe und

stetigem Merkmal x:

Z1
z2
T3
T4
Ts
Zg

OO OO ==
OO R = OO
== O OO0

Interpretation: In den drei Gruppen drei parallele

Geraden mit Achsenabschitt «; und Steigung [,

A

4.3.1 Erweiterung auf Geraden mit versch. Steigung

Modell:

Matrixdarstellung (3 Gruppen 2 Beobachtungen pro Gruppe)

SO OO = =

o |
Y = ap + Br Xp + €r (4.8)

0 0 2 0 0 aq

00 zo 0 O (e%)

1 0 0 I3 0 ﬁ _ a3

1 0 0 =4, O o B1

01 0 0 x5 B2

0 1 0 0 Te ﬁ3
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Interaktion bedeutet, dass die Steigungen verschieden
sind.

> Vorsicht bei der Interpretation von Modellen mit
Interaktionen. Interaktion bedeutet nicht, dass die
Variablen selber in Korrelation stehen, sondern nur,
dass ihr Einfluss auf die Y-Variable voneinander
abhéngig ist.

Test auf Interaktion: Hy : 31 = B2 = 3

4.3.2 Darstellung mit Referenzkodierung
Modell:

Yiu = oas+ap+ 03 X+ 0 X +en(k=1,2)
Yiu = a3+ o3 Xy +en(k=3)

Matrixdarstellung (3 Gruppen 2 Beobachtungen pro Gruppe)

1 1 0 21 x4 0 as

1 1 0 To o O aq

_ 1 0 1 =x3 0 x3 _ (&%)
X = 1 0 1 T4 0 Ty IB o ﬁg,
1 0 0 T5 0 0 ﬁl

1 0 0 z¢ 0 O B2

Interaktion bedeutet Steigungen verschieden.
Test auf Interaktion: Hy: 01 = 2 =0
Interpretation von (31, B2 als Unterschied der Steigung zur Referenzkategorie.
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5 Behandlung von metrischen EinflussgroB3en

> Ziel: Flexible metrische Regression: Man mochte so nah wie moglich an die Einfachheit der
nicht-parametrischen Regression (y = f(x) + € , wobei f eine glatte Funktion ist) herankommen.

5.1 Einfach linear
y=0o+ fix+e

5.2 Transformiert
y=p0o+BT(z)+e

Beachte: Andere Interpretation von §y z.B.:

Logarithmisch: T(x) = In(z)
Logarithmisch mit Nullpunkt-Erhaltung: 7T(z) = In(1+ z)
Exponentiell mit bekanntem c: T(x) = af

> logarithmische Abhéngigkeit von y : y = Gy + Siin(z) + €
> Interpretation von (;: Erhohung von In(z) um 1 bewirkt eine Erhéhung von y um (1 (also
multiplikativer Faktor)

5.3 Als Polynom
y = Bo+ Bz + Boz® + Bsz® + ... Bra®

1 X1 3312 3313
1 ) .7622 IL‘Q3
> X =

2 3
1z 2 op

ergibt ein Polynom dritten Grades, das durch Taylor approximierbar ist und endlich viele Null-
stellen hat.

Problem: Bestimmung von k

> Vorsicht: Die Interpretation der Schatzwerte fiir 8 dndert sich komplett.

5.4 Stiickweise konstante Funktion
Go fir x<zxo
G1 fir xp <z <y
y= .
B fir x> x4

Dies entspricht der Kategorisierung der x-Variablen.

> Hierbei zwingt man den Daten stiickweise ein konstantes Modell auf
> Problem: Wie grof3 sind die Kategorien? Welche Abschnitte konnen zusammengefasst werden?

5.5 Stiickweise linear

y = Bo+ Brx+ Pa(x — g1)4 + B3(x — g2) 4 + ... Bu(x — gr)+

mit bekannten Knoten g und ¢4 = maxz(t,0).
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> Hierbei zwingt man den Daten stiickweise ein lineares Modell auf
> Angenommen eine Funktion hat Hochpunkte in g; und g (Knoten):

ag + bor  fire < g1
y=1< a;+bx firgy <x<go
as + box  firx > go

und Stetigkeit, d.h. agp + bOgl =ai + b1g1 und as + bggg =ay + blgg

5.6 Regressionssplines

> Erweiterung: Nicht nur stetige Funktion, sondern stetig diffbare Funktion

Y= Bo+ Prx + Boa® + Bsa® + Balz — g1)% + Bs(x — g2)%

Polynom 3. Grades 2 x stetig differenzierbar da 23 2 x stetig differenzierbar in 0.

> Knoten g; sind dabei bekannt.
> Splines sind ein sehr flexibles Werkzeug, wo man auch noch weitere Gréflen mit dazu nehmen
kann. Sie bilden eine wichtige Grundlage der nichtparametrischen Regression.

5.7 Trigonometrische Polynome zur Modellierung von periodischen Termen
(Saisonfigur)

Beispiel:

2

T

2

2 2
T x) + O3 sin(?7T <2x) + By COS(% - 2x)

y = Bo + P1sin(—= - ) + B2 cos(
T: Periodenlange, x: Zeit

Alternative: Saison- Dummy (Indikator) Variablen
Beachte:

Aq - cos(x) + Ag - sin(x) = Az - sin(z + ¢)

Beispiel: Trendmodell fiir die Populationsgréf3e von Fiichsen in Baden-Wiirttemberg

Gegeben: Sogenannte Jagdstrecken Y = Anzahl der geschossenen Fiichse als Indikator fiir die
Populationsgrofie

Modelle:
In(Y) = Bo+pit+Paxt’
In(Y) = Bo+ Bit+ Boxt?+ Bst® + Ba(t — 70)3 + B5(t — 85)%
etc.

Versuchen Sie eine Modellierung von In (Hase) !!
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6 Probleme bei der Regression und Diagnose

Gegeben sei das multiple Regressionsmodell (2.1) und (2.5):

Y = X3+ ¢ mit £ ~ N(0,0°I)

Es geht darum herauszufinden, ob das Modell zur Analyse der jeweiligen Daten geeignet ist. Es
werden also die Modellannahmen ueberprueft. Da sich diese auf die Storterme beziehen, wer-
den die typischerweise die Residuen betrachtet. Beachte, dass sich die Annahmen nicht auf die
Randverteilung von Y beziehen.

6.1 Verschiedene Typen von Residuen

> Residuen sind die Schitzungen fiir die Abweichungen vom Regressionsmodell, wobei Stérterme
die Abweichungen von dem wahren Modell sind.
> Residuen und Storterme sind nicht gleichzusetzen:

Beachte: Die Residuen ergeben sich aus den (unbekannten) Stortermen e durch

E=Qe=(I—-XX'X)"'X")e=(I - P)e

Daher gilt:

Var(éi) = qii02

> Hier gibt es wegen der Idempotenz von @ einen linearen Zusammenhang: Var(é;) = QIQ' =

Q2 2:Q0.2

Beispiel:
(1 1] 2/5  =2/5 —1/5 0 1/5
1 2 -2/5 & -1/ -1/10 0
X:=|1 3 = Q:=| -1/5 —1/5 4/5 —1/5 —1/5
1 4 0o -1/10 -1/5 L -=2/5
|1 5 | 1/5 0o -1/5 -2/5 2/5

> Die Regressionsgerade wird durch Ausreifler und Punkte mit starken Einfluss leicht verschoben.

6.1.1 Standardisierte Residuen:

€q .
b= =1 .m 6.1
oy ; (6.1)
> Die Residuen (Var(é;) = q;;0%) werden mit o,/q;; standardisiert: r; := O_\/iT =3 Eq“

> Wenn man Residuen betrachtet, sollte man grundsatzlich die standardisierten Residuen benutzen
(z.B. bei Plots), um die Vergleichbarkeit zu gew&hrleisten.

6.1.2 Studentisierte Residuen:

Problem: Bei der Schitzung von o geht das Residuum mit ein. Dies kann insbesondere bei
kleinen Stichproben ein Problem sein. Daher definiert man:
rr = o =S i=1,....n (6.2)
oV —hi 06\

(i) := Schatzung von o ohne die Beobachtung i.
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> Studentisierte Residuen basieren auf der Schiatzung der Regression ohne die vermutliche Ausreifier-
Beobachtung

> Sehr aufwendig, da das Modell n-mal geschétzt wird.

> Vergleich mit den standardisierten Residuen: Wenn r} < r; = x; kdnnte Ausreifler sein.

6.1.3 Rekursive Residuen:

Bei Zeitreihen verwendet man haufig:

i_x/'Aif
w; 1= i ifi-1 i=p +1,...,n (6.3)

\/1 — 2j(X[_y Xji—n) '

Bli—1): Schétzung von 3 aus den ersten i — 1 Beobachtungen
X[i—1): X-Matrix der ersten ¢ — 1 Beobachtungen

> Rekursive Residuen entsprechen der Vorstellung der sequentiellen Quadratsummen.

6.1.4 Kreuzvalidierungs - Residuen:

> Wie ist die Prognose fiir die einzelnen Werte?

€w) == Yi — xéﬁA(i) (6.4)

B(i): Schéatzung von 3 ohne Beobachtung @

PRESS: (Predicted Residual Sum of Squares)

PRESS := ) i,

n
i—1

7

Es gilt:

ey = e;/(1— hi)
> Die Regressionsgerade wird unabhéngig von der i-ten Beobachtung geschéatzt. Diese Beobachtung
wird dadurch prognostiziert. €; ist dann die Abweichung zwischen wahren Wert und der Prognose.
> 1 — h;; sind die Diagonalelemente der Q-Matrix
> Var(e)) ist die Abweichung der i-ten Beobachtung und es gilt: Var(e;)) > o2, da der Prog-
nosefehler zum Tragen kommt.
> Kreuzvalidierungs-Residuen entsprechen etwa der Vorstellung der partiellen Quadratsummen.
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6.2 Diagnose und Therapie von Problemen bei Regression

6.2.1 Die Storterme ¢; sind nicht normalverteilt

> Betrachtung von ¢; ~ N(0,02)

Ursachen: )
Die Y-Variable stellt eine Zahlgroe, eine Uberleben-
szeit, oder einen Anteil dar. Y ist nicht-negativ etc.

Folgen: .

Der KQ-Schétzer § ist immer noch erwartungstreuer
Schétzer mit kleinster Varianz (> also BLUE).

Der F-Test ist i. a. robust (> d.h. F-Test ist giiltig,
auch wenn die Modellannahmen nicht exakt erfiillt
sind).

Problematisch sind insbesondere bei kleinen Stich-
probenumfingen die Konfidenzintervalle der Parame-
ter.

Auflerdem sind die Prognoseintervalle nicht mehr
giiltig, da hierbei die NV-Annahme (> in Form der
t-Verteilung) besonders eingeht.

Diagnose:

Betrachtung der Schiefe und Kurtosis der Verteilung der Residuen.
Betrachtung von Normal-Plots der standardisierten Residuen

QQ-PLots: > Es sollten etwa 5% der Werte auerhalb von [—2, 2] liegen
> 50% sollten links bzw. rechts von Null liegen
> Insgesamt sollte der Plot eine Gerade durch den Nullpunkt zeigen (bei Verwendung

der standardisierten Residuen eine Winkelhalbierende)

Therapie:

Transformationen der Y-Variablen (> z.B. logarithmische Transformation)

Verwendung von generalisierten linearen Modellen.

6.2.2 Heterogene Varianzen (Heteroskedastizitat)

Die Varianz der Storterme ¢; ist von i abhéngig.

> Betrachtung von ¢; e N(0,0?)
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Ursachen: X
Multplikative Fehlerstruktur, d. h. o; ist abhéngig von der Grofe Aei
von Y;.

Y Zahldaten, Anteile.
Gruppierte Daten fiihren zu verschieden Residualvarianzen innerhalb X X X X X
der Gruppen. of__xX XX x  x g

Folgen:

Schéatzer fiir 8 ist erwartungstreu, aber er hat nicht mehr die kleinste
Varianz.

Konfidenzintervalle und Tests fiir 3 nicht mehr korrekt

Modell ist gut angepasst

Diagnose: N
Residualplot der standardisierten £; auf YZ (> hier sollte kein Aei
Zusammenhang erkennbar sein) Xy
Plot von x; gegen Y; (typisch fiir einen linearen Zusammenhang ist « 5 X
eine ,, Trompetenform*®) X x X x
Berechnung der Residualvarianzen in den einzelnen Gruppen (bei o__x X X X__ X ﬂ
gruppierten Daten) Lot Xox <« x
X X

X X
Therapie: " X
Transformation der Y-Variable (> z.B. logarithmische Transforma- "
tion bei Trompetenform des Residualplots)

Gewichtete KQ-Schitzung (siche Kapitel 8). Hinweis auf Heteroskedastizitit

6.2.3 Korrelation zwischen den Stortermen

Es gilt Cov(e;,&;) # 0 fiir einige i # j.

Ursachen:

Zeitreihenstruktur oder rdumliche Struktur der Daten fiihren zu positiver Korrelation von aufeinan-
der folgenden (bzw. nahen) Beobachtungen (z.B. Tiefbohrprojekt).

Residuen bei gruppierten Beobachtungen, bei denen die Gruppenzugehorigkeit nicht zusétzlich
modelliert wird, sind héufig positiv korreliert.

Folgen:

Schétzer von 8 erwartungstreu aber nicht mit geringster Varianz (BLUE).

Bias bei der Varianzschétzung fithrt zu fehlerhaften Konfidenzintervallen und zu Problemen bei
den F-Tests.

Diagnose:

Analyse der Zeitreihenstruktur der Residuen, z.B. mit Durbin— X

Watson-Test (siehe unten) A X x
Plots der Residuen gegen die Zeit (> Gibt es beziiglich des zeitlichen x X x
Verlaufs noch eine weitere Struktur (Autokorrelation)) X

Plots von &; gegen &€;_1 (> entspricht der Korrelation zwischen é&; X XX

und EAZ‘_l). 0 X X €|

Therapie: x xX
Verwendung von Zeitreihenmethoden
Einbeziehung von (Zeit-)Trend und Saison (> z.B. durch periodische X
Funktionen (z.B. sin) oder zusétzlicher Variable Jahr oder Jahr?)
Gewichtete KQ-Methode

Durbin-Watson-Test
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> Frage: Gibt es eine zeitliche Struktur in den Daten?

Um zu Testen, ob die Storterme ¢; und ¢;_1 korreliert sind benutzt man folgende Testgrofle:

S, (& —éim1)’ R
d:= 2Z:n E ~2(1—p)
i=1%1

p: Korrelation zwischen &; und &;_;.

Beweis:
& E5 1 —2) i
Do (éi—éi—l)z i; ‘ Jri;l il i; et
d = e — _
i=15i S é2
=1
L n o noo
Z g Z €2 S &g
= St~ 2% =21-))
> & > & > &
=1 =1 i=1
weil:

O

Lehne Hy: p = 0 ab, falls d > dy oder d < dy. (di,ds sind von p und n abhéngige und fest
tabellierte Werte).

Kleine Werte von d: positives p
Grofle Werte von d: negatives p
d =~ 2 — keine Autokorrelation

> Korrelation zwischen €; und €;_; entspricht dem Plot von €; gegen €;_.
> Autokorrelation: Man geht von einer geordneten Folge von Zufallsvariablen aus. Wenn zwischen
den Gleidern der Folge eine Beziehung/Korrelation besteht, spricht man von Autokorrelation.

6.2.4 AusreiBer und Punkte mit starkem Einfluss

Einflussreiche Beobachtungen (high leverage points) sind in den X-Werten weit vom Zentrum
der Daten entfernt. Sie kénnen die Regressionsgerade durch ihre grofie Hebelwirkung leicht ver-
schieben.

Ausreifler haben dem Betrag nach sehr grofle Storterme.
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Ursachen: Falsche Erhebung, Beobachtung gehort nicht zur
Grundgesamtheit, Besonderheiten bei einzelner Untersuchungsein-
heit

Folgen:

Einflussreiche Beobachtungen wirken stark auf die Schiatzung von
8. Ausreifler konnen zu erheblicher Verzerrung der Schatzung von
(G fithren. Dies gilt besonders fiir Ausreifler, die gleichzeitig high
leverage points sind.

Diagnose:

Analyse der Diagonalelemente der Hat-Matrix P zum Auffinden von
high leverage points, verschiedene Residuenplots zur Ausreifleranal-
yse, Influence-Statistiken.

Therapie:

Fehlerhafte Daten weglassen, aber nur wenn entweder gute fachliche
Griinde vorliegen (Messfehler, Punkt gehort nicht zur Grundge-
samtheit) oder das Weglassen des Punktes verdndert die Aussage
nicht (Test auf Signifikanz).

Robuste Regression

Gewichtete Regression (siehe Kapitel 8).

Wichtige Einflussmafle

(1) Leverage:
Das i-te Diagonalelement der Hat-Matrix P

hi; == x;(X/X)_lxi

heifit Leverage der Beobachtung x;.

Es gilt: = < hy;

IN

1

1
n

Normalwert: h;; = 2

’
n
2 ’

groBer Wert: hy; > =2~

X
X
X X /X/X X X
X X
X /)E///
3
Ausreifler
V2
>§X
X
X
X X
X X
X
xXX
X
>

High Leverage Point

> Der Leverage misst, wo die Punkte beziiglich des Zentrums der Daten (x-Werte) liegen:

Wie stark schwanken meine Elemente auf der Regressionsgerade?

(2) Cook’s Distanz:

By — B) (X' X) By — B)

Di = 6‘2])/

B): Schatzung von 3 ohne Beobachtung i. Es gilt:

Di _ ﬁ . hil
P 1—hy
A A~ / A A~
( @~ ) <z‘)—Y)
Di = pla—Q

> Wegen (B(i) - B)X = B(i)X —BX = (Y(l) -Y)

> In Cook’s Distanz geht das Residuum r? und der Leverage ein.

(6.6)

> Normierung durch (X'X), da die Streuung von 3 ist: Var(3) = 62(X’'X)"!
> Das MaB D; ist der mit 62 standardisierte Abstand zwischen /5 und By bzw. g und gy
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(3) DFFITS:

DFFITS, = @~ Y
" GwVhi

DFFITS; misst den Einfluss der i-Beobachtung auf die Schitzung Y;.

Es gilt:
~2
o~
D; = - DFFITS?.
po
(4) DFBETAS:
DFBETAS;; := Pr = Ortiy

G (i)\/ Cik

misst den Einfluss der Beobachtung ¢ auf einzelne Parameterschatzungen Bk.

(5) Varianzverhéltnis:

-1
ATIO; =
COVRATIO det (62(X'X)1)

misst die Veranderung der Varianz von B durch Weglassen der Beobachtung <.

6.2.5 Regressionsgleichung ist nicht korrekt
Die Gleichung y = X + ¢ ist fehlerhatft.

Ursachen: .
Variable wurden weggelassen oder iiberfliissigerweise in das AY{
Modell einbezogen.
Der Zusammenhang ist nicht linear.
Interaktionen werden nicht in das Modell einbezogen X xX X X
X

X
> z.B.: Es wird ein lineares Modell verwendet, obwohl der XX xx
Zusammenhang quadratisch ist (siehe 1.1.4). X Xx
Folgen: X X
Systematische Fehler bei der Schétzung der Modellparameter
und bei der Prognose, aber Modellschatzung liefert haufig
brauchbare Naherung >x,-

Diagnose:

Im 2-dimensionalen Fall: Scatterplot mit Regressionsgerade.

Im mehrdimensionalen Fall:

Residuenplots &; gegen ;.

F-Tests auf Einfluss von weiteren Variablen, Interaktionen, Polynomterme hoherer Ordnung etc.

Therapie:
Modellerweiterung, Transformationen der Einflussgréfien, Variablenselektionsverfahren.

6.2.6 Partial Leverage Plot

y* auf xj mit
v = Quyy
Ty 1= Q k)T

Qry: Q-Matrix der Einflussgrofilen ohne Variable k&
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= Darstellung des Zusammenhangs zwischen y und der Einflussgrofie xj, unter Beriicksichtigung
der ubrigen Einflussgréfien.

> Idee: Der mehrdimensionale Scatterplot ist wegen der Interaktionen der Variablen nicht besonders
aussagekraftig.

> z.B.: Yy = ﬂo + ﬂlxl + ﬂg.’ﬂg + € mit x5 € {0, ].}

> Hier ist die Bereinigung um den Einfluss der Gruppenvariable (Abziehen der Gruppenmittelwerte;
siehe 3.5.) und damit die Verschiebung der Gearde in den Ursprung sinnvoll.

6.2.7 Kollinearitat

Die Spalten von X sind (anndhernd) linear abhéngig.

Ursachen
Hohe Korrelation zwischen den Einflussgrofien, Unglinstiges Versuchs-Design, Codierung von diskreten
Variablen

Folgen:
Ungenaue Schétzung von (3, hiufig sogar falsches Vorzeichen und damit ist auch 65 sehr grof3
Aber: Konfidenzintervalle korrekt und damit entsprechend grofi.

Diagnose:

Analyse der Matrix (X’X) und der Korrelationsmatrix der metrischen Einflussgrofien

Regression der abhingigen Variablen z1 = ag + ayxo: R? zu grofl = gute Anpassung = starker
Zusammenhang.

Therapie:
Zusammenfassen bzw. Weglassen von Einflussgrofien (Bei starkem Zusammenhang der Variablen).
Verwendung von anderen Schitzmethoden, z.B.: Ridge-Regression

> Extreme Multikollinearitat bedeutet geometrisch, dass die zu x; und x; gehérenden Datenvek-
toren auf der gleichen Geraden liegen, also einen Raum der Dimension 1 bilden. Man kann also
einen Vektor 0.B.d.A. als eine Linearkombination des anderen darstellen.

= Regressionskoeffizient [ ist nicht mehr identifizierbar (nicht eindeutig).

> Korrelation ist ein hinreichendes Kriterium fiir Kollinearitdt. D.h. starke Korrelation kann ein
Kollinearitatsproblem andeuten, schwache Korrelation ldsst aber nicht den Schluss zu, es existiere
keine Kollinearitat.

> Beispiel:
y = 0o + Bi1x1 + Poxs + € mit X;: Einkommen nach Steuern, Xo: Einkommen vor Steuern.

Héngt X; von X5 ab? Oder anders herum? Wo kommt der Einfluss her?
Angenommen wird eine einfaches System: z; = 0,8x2 = X hat Rangdefizit
Es folgt:

y = [Po+ Bir1 41,2507 + €
Bo+ (1 +1,2502)x0 + €
Bo + (81 +1,253)0,8z2 + €

Problem: Modell ist nicht eindeutig identifizierbar, wenn die Variablen vollstandig linear abhangig
sind.

> Kollinearitat ist keine Verletzung der Vorraussetzungen.

> Wenn man aber die Moglichkeit hat einen kontrollierten Versuch zu machen, dann kiimmert man
sich um ein orthogonales Design (der x-Werte), d.h. z;Llxz; Vi # j = alle x sind unabhéngig
voneinander.
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Kollinearitatsdiagnostik

> Betrachtung von Zusammenhangen von mehr als zwei Variablen wie z.B. x1 ~ vy + 7121 4+ Y222

(1) Konditionszahl:

K(X) = ) Amas (6.9)

)\min

Amins Amaz: Minimaler, bzw. maximaler Eigenwert von X’X

> Kollinearitét < mindestens ein Eigenwert A von X’X ist Null (oder nahe bei Null), weil
Je#0: (X'X)e=Xe=0e = Matrix hat nicht vollen Rang = Kollinearitit.
b Skalierung durch 2

maz
Amin

(2) Varianz Inflationsfaktor:

>y = o+ Pix1 + Powz + P3x3 + Py + €
> Moglicherweise gibt es ein Kollinearitatsproblem mit x1: z1 ~ 9 + 7122 + Y223 + Y324.
Eine Regression ergibt R2.

1

R?: Bestimmheitsmafl der Regression von z; auf die ibrigen z.

>R§—>1:VIFJ—>00(R?=0:>VIFJ<=1,R?=0,99:>V1Fj=10)
> Man kann allerdings keine Aussage iiber den Grad der Kollinearitdt machen.

Es gilt fiir die Varianz von f;:

2

g
% = R j)VIFj (6.11)

> Var(3) = 02(X'X)"! = Var(B;) = o2¢;;, wobei ¢;; das Diagonalelement ist.
> Beachte, dass man VIF auch fiir bindre Einflussgréfien (Indikatorvariablen) sinnvoll ver-
wendet werden kann.

Alternative Schatzfunktionen: Shrinkage-Schitzung
Problem: Wenn |3;| zu grof ist (durch groBe Werte), explodieren die Abweichungen.
Idee: Minimiere

n

> Wi = 9)* + AP, oy -, Bp) = SSE + Strafterm (6.12)

=1

mit A als Strafparameter (Shrinkage-Parameter) um BZ klein zu halten.

e Ridge-Regression 3 (y; — )2 + A 3. 32
; =1

=1
e Lasso-Regression . (i — )% + A 3. |5i]
i=1 i=1
e Elastic Net Z(yz — Q)Q + M Z |Bz| + A2 Z BZQ
i=1 i=1 i=1
> A wird durch Kreuzvalidierung geschétzt (oder willkiirlich gewahlt).
> Die X-Variable sollte bei dieser Schatzung normiert werden.
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6.2.8 Fehler in X-Variablen
Die Einflussgroen sind fehlerhaft gemessen bzw. erhoben.
Ursachen

Messfehler im engeren Sinne (Messgerét) und im weiteren Sinne (z.B. falsche Beantwortung von
Fragen)

Folgen
Meist systematische betragsméfiige Unterschatzung der zu den fehlerhaft gemessenen Groflen gehorigen

;. Geringere Power der entsprechenden F-Tests.

Diagnose
Mehrfach-Messungen der entsprechenden Grofen

Therapie
Verwendung von Korrektur-Verfahren — Theorie der Fehler-in-den-Variablen-Modelle
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7 Modellwahl

7.1 Zielsetzung der Modellierung

> Ausgangssituation: Es sind viele mogliche Einflussgrofien vorhanden. Nun mochte man durch
Regression folgende Ziele erreichen:

(a)

(b)

gute Beschreibung des Verhaltens der Zielgrofie
> Exploration und Deskription, Erklaren und Verstehen des Verhaltens der Zielgrofle.

Vorhersage zukiinftiger Werte der Zielgréfle und Schéatzung des Mittels der Zielgrofie
> Prognose

a) b) Modellgenauigkeit wichtig
— viele Variablen — Kausale Beziehung nicht n6tig ” Variable enthélt Information”

Extrapolation auf Bereiche auflerhalb der X-Daten

> besonders kritisch, ohne Kausalitdt nicht moéglich. yA

Wenn ein Wert auflerhalb des Datenbereichs der z-Werte
liegt (Exploration — keine Prognose), braucht man eine
gute inhaltlich Begriindung, dass der Zusammenhang auch
noch auflerhalb des Datenbereichs gilt.

Bsp.: Kérpergrofie ~ Alter (10-17) kann nicht auf 30 Jahre \
iibertragen werden. —tpaenbereich T x Px

Schétzung von Parametern

> Gehort eher zu (a)

Bias ergibt sich durch Weglassen von Variablen, Erhéhung der Varianz von Schétzern durch
iiberfliissige Variablen

Beachte: Interpretation der Regressionskoeffizienten ”bei Festhalten der anderen Variablen”.
— Einschrankung durch viele Kovariablen.

Kontrolle eines Prozesses durch Variation des Inputs
> Output soll y sein. Wie muss dann x entsprechend veréndert werden?
— Kausalitat notig

Entwicklung realistischer Modelle fiir einen Prozess

> Kausalzusammenhénge sollen festgestellt werden.

— Kausalitat notig

Realistische Beschreibung — Sparsames klares Modell

7.2 Alligemeines

"Tradeoff” zwischen Modell-Genauigkeit (R?) und Einfachheit.
Je mehr Variablen = R? steigt entspricht steigender Komplexitét.

Kein Verfahren kann (zunéchst bei den Zielen (c,d,e,f)) das Fachwissen ersetzen
— Verfahren eher explorativ.

Bei der Prognose konnen bei grofleren Datenmengen Variablenselektionsverfahren sehr effizient

sein.

Folgende Punkte sollte man zusétzlich im Auge behalten:

1.

Diskrete Variablen und Interaktionseffekte bereiten zusatzliche Probleme: Es gibt ”Regeln”
z.B.,

47



a) Interaktionen nicht ohne Haupteffekte ins Modell
b) Effekte von kategoriellen Variablen nur als Ganzes ins Modell.

Eine andere Moglichkeit ist das Verwenden von Indikator-Variablen — Variablen, die nicht
im Modell sind, sind gemeinsame Referenzkategorie

2. Multikollinearitat kann ein erhebliches Problem sein. — Korrelation der Kandidaten - Ein-
flussgroflen analysieren.

3. Transformation und quadratische Terme liefern weitere Moglichkeiten

> Ad-hoc-Kriterium:
Wahl zwischen zwei Modellen iiber die Priifung von Hy : 8; = 0. Da eine ,nestet -Situation
vorliegt, wendet man den F-Test an (Auswahl von k Regressoren):
(SSEk - SSEp/)/(p/ - k) o n —p/ ék - ép/
SSEy [(n—p') Pk &y
Hj ablehnen, falls F > F;_,(p' — k,n — p'), d.h. volles Modell bevorzugen.

F =

7.3 MaBe fiir die Modellgiite

Gegeben sei das lineare Modell Y = X[ + ¢
a) Bestimmtheitsmaf:
,_SSM_ ssE
- SST SST
> R? ungeeignet, da R? mit der Anzahl der hinzugenommenen Variablen wichst. Deshalb
verwendet man lieber das mit der Anzahl der Parameter adjustierte R? di.

(7.1)

b) Adjustiertes Bestimmtheitsmaf:

MSE 52
FTIEE [
R MST SST/(n — 1)

¢) Akaikes Informationskriterium AIC:
AIC = nlIn(SSE) + 2p" — nln(n) (7.3)

> Das kleinste AIC ,,gewinnt“ (smaller is better)
> AIC  normierter SSE + 2 - Anzahl der Parameter
> Anzahl der Parameter als Strafterm

d) Schwarz’sches Bayes-Kriterium SBC (=BIC):
SBC = nIn(SSE) + In(n)p’ — nln(n) (7.4)

> Das kleinste BIC ,,gewinnt® (smaller is better)
> BIC hat generell die Tendenz weniger Variablen zuzulassen als AIC, d.h. BIC ist strenger,
weil hier der Strafterm In(n)p’

e) Mallows C,:

SSE ,
C, = 52 +2p' —n (7.5) CA
0g: Schatzung aus vollem Modell > R
> C), sollte etwa gleich p’ sein. Wenn also das erste Mal
Cp < p' =p+1 (=Anzahl der EinflussgréBlen), dann ergibt
sich das beste Modell. >
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7.4 Variablenselektionsverfahren

Gegeben ist eine Zielgrofle Y und mehrere mogliche Einflussgrofien zx, k = 1,..., K. Gesucht ist
ein moglichst gutes Modell

L
Y =00+ Y Bin,

j=1

wobei die zy,,l = 1,..., L ausgewéhlt werden sollen.

> Variablenselektionsverfahren sind allgemeine Verfahren zur Modellanpassung (auch fiir nicht-
lineare Regressionen oder nicht-Regressionen).

> Hier wird der Trade-Off der Modellgenauigkeit gegen die Modellkomplexitiat abgewogen (Trade-
Off).

1. Auswahl nach einem Kriterium
Wihle aus allen mdglichen 2% Modellen das Modell mit optimalem Kriterium C aus. C ist
in der Regel ein Kriterium aus 7.3. (R?, Rgdj, AIC, BIC oder/und C,).

2. Vorwartsselektion
a) Wiéhle im Anfangsschritt das Modell Y = ;.

b) Im ersten Schritt wird die Variable in das Modell aufgenommen, die zu dem hochsten
R? fiihrt.

¢) In den weiteren Schritten wird jeweils eine Einflussgrofe in das Modell zusétzlich aufgenom-
men. Es wird jeweils die Variable, die zu dem héchsten R? des resultierenden Modells
fithrt, aufgenommen.

d) Stoppregel: Die Prozedur wird beendet, falls ein bestimmtes Zielkriterium erfiillt ist,
z.B. p-Wert des zu der aufgenommenen Variablen gehorigen F-Tests iiberschreitet einen
bestimmten Wert pg.

> Die Signifikanz der einzelnen Variablen ist nicht. Durch Hinzunahme einer neuen variable,
kann die Erklarungskraft einer anderen abgemildert werden.

3. Riickwarts-Selektion
a) Wahle im Anfangsschritt das volle Modell Y = Zkl,(zo Orxk
b) In den weiteren Schritten wird jeweils eine Einflussgroe aus dem Modell genommen.

Es wird jeweils die Einflussgroe, die zu dem héchsten R? des resultierenden Modells
fiihrt, ausgeschlossen.

¢) Stoppregel: Nach bestimmtem Zielkriterium, z.B. p-Wert der F-Tests, die zu den
ausgeschlossenen Variablen gehoren, unterschreitet einen bestimmten Wert pyg.
> Hier ist die Signifikanz der einzelnen Variablen gesichert, da sie bei jedem Schritt iiberpriift
wird. Die Signifikanz, die aus Kombination einzelner Variablen entstehen kann, kann hier
hingegen nicht berticksichtigt werden.

4. Schrittweise Selektion:
Kombination aus Vorwarts- und Riuckwértsselektion. Er wird eine Vorwartsselektion und
nach jedem Schritt eine Riickwértsselektion mit geeignetem Stoppkriterium durchgefiihrt.

> Hier wird nach jedem Vorwartsschritt die Signifikanz untersucht und gegebenenfalls eine
Variable wieder entfernt. Also ist bei dieser Methode die Signifikanz gesichert.
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Beispiel:

U1

U1 V2
V1 V2 U3 = Vg U3

V2 U3 U4

Vo V3 V4 V5 = Vg Vg Us

7.5 Beispiel: Tiefbohrprojekt
Modellwahl mit Modellgiitemafle:

R2
2
R adj

AIC
BIC

wird mit steigender Komplexitiat besser = nicht besonders gut geeignet.
steigt bis 13 Einflussgréfien und sinkt dann wieder = Modell mit 13 Einflussgrofien.
hat Minimum bei 7 = Modell mit 7 Einflussgréfien.

hat Minimum bei 7, wobei der Unterschied (6 — 7) nicht so stark ist wie beim AIC = Modell
mit 7 Einflussgrofien.

sollte etwa einen Wert haben, der dhnlich zu der Anzahl der Parameter = Modell mit 6
Einflussgrofen.
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8 Das allgemeine lineare Modell
> Mittels Gewichtung kann man bei bekannten Strukturen der Storterme das gemischte Modell

auf das einfache lineare Modell zuriickfithren. Man setzt keine einheitliche Varianz, aber Unkorre-
liertheit der Storterme vorraus.

8.1 Der gewichtete KQ-Schatzer

> Hier existiert keine einheitliche Varianz der Storterme, aber auch keine Korrelation.

Das lineare Modell mit heteroskedastischen Storgrofien ist gegeben durch:

Y = XB+e (8.1)
e ~ N(0,0%V) )
V = diag(vi,va,...,0) (8.3)

V bekannte Matrix zur Beschreibung der Varianzstruktur
Gewichtsmatrix: W = V~1/2 = diag (vflﬂ, 051/2 . ,v;1/2)

Der gewichtete KQ-Schatzer hat die Form:

Bw = (X'VIX)T'X'V7ly (8.4)
¢t = (EVTE/(n-1) (8.5)
Bw ist ML-Schiitzer und minimiert die gewichtete Residuenquadratsumme
(Y - XB)VHY — XB). (8.6)
8.1.1 Herleitung durch Transformation

Das Modell (8.1)-(8.3) ldsst sich in ein gewohnliches lineares Modell transformieren:

Y* = WY (8.7)
X = WX (8.8)
et = We (8.9)
Dann gilt:
Y* = X*f+4¢* (8.10)
e ~ N(0,0%1) (8.11)

Bw ist KQ-Schétzer im transformierten Modell

> Idee: Standardisieren/Normieren von € ~ N (0,0%V):

= wobel V=TT 5V =T=VV =T"'=W
= Gewichtung der KQ-Methode, sodass ¢* ~ N(0,0%1) gilt.
> Ohne Gewichtung ist die Schitzung zwar erwartungstreu, aber nicht optimal, d.h. die KQ-

Schatzung hat nicht die kleinste Varianz.

8.1.2 Bemerkung

Beim gewichteten KQ-Schatzer wird angenommen, dass V' mit v; bekannt ist. Das ist in der Praxis
meist nicht der Fall.

Abhilfe:
1. Schritt:
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Schitzung von v; durch Berechung der KQ-Schiitzung und Betrachtung der 2.
Dabei ist ein Parameter fiir eine Beobachtung nicht sinnvoll. Besser ist ein Model fiir die Varianzen
V;.

Beispiel: Gruppierte Daten (3 Gruppen)

Angenommen wird, dass v; in den Gruppen gleich sind. Dann gilt:

~2 ~2
~2 Zi€a1 € . 2 Zieaz €
01 == 02 ==

o= ool =1
ot
ot
o3
=V=
o3
o3
o3
2. Schritt:
Gewichtete KQ-Methode mit 6%, 63 und 63.
Hier gelten die Eigenschaften des Modells dann aber nur approximativ.
8.2 Verallgemeinerte KQ-Methode
> Verwendung bei korrelierten Stortermen.
Das lineare Modell mit allgemeiner Varianzstruktur ist gegeben durch:
Y = XpB+e¢ (8.12)
e ~ N(0,0%V) (8.13)

V € R"™™: beliebige bekannte Kovarianzmatrix mit vollem Rang

> V zeigt die Korrelation zwischen den Stortermen an. Die Korrelation zwischen den Stértermen
resultiert, dass die Information tiber die Storterme geringer ist.

Dann gibt es eine invertierbare Matrix 7' mit
TT' =V, W =T"! Gewichtsmatrix.
Der verallgemeinerte KQ-Schéatzer ist gegeben durch:

Bw = (XVTIX)TIX'VTly (8.14)
62 = (Ve /(n—7p) (8.15)

Das Modell (8.12)-(8.13) l&sst sich wie oben in ein gewéhnliches lineares Modell transformieren:

Y* = WY (8.16)
X = WX (8.17)
et = We (8.18)
Dann gilt:
Y* = X*f+¢* (8.19)
" ~ N(0,0%I) (8.20)

> W transoformiert das Modell Y zu Y*.
> Var(e*) = a?WVW' = 2WTT'W' = 021 (wegen TT' =V, W =T71).
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> Beispiel:

1L p p pn! 1—p2 0 0
V= po 1 E =W= - P mit |p| < 1
: - 0 —-p 1 : '
pn—l 1 .

Y* = WY ist nicht eindeutig losbar:

yr = 1 —p*p yin = /1—p?zn
Y5 = Y2 — py1 Y12 = T12 — P11
Y5 = ys—pye :

Mittels Gewichtung kann bei bekannten Strukturen die Stérterme auf das einfache lineare Modell

zurickfithren.

8.2.1 Eigenschaften des verallgemeinerten KQ-Schatzers

Gegeben sei das Modell (8.12) bis (8.13). Dann gilt:

E(Bw) = B
V(bw) = A(X'Vix)™!
Alle Testverfahren und Quadratsummenzerlegungen lassen sich im Modell

Y* = X*( 4 €* betrachten und damit auf den Fall homogener Varianzen zuriickfiihren.

8.3 Aligemeines Gauss-Markov-Theorem
Sei das Modell

Y = XB+e 12X=p
EE) = 0
V(e) o’V

gegeben.

Dann ist By unter den erwartungstreuen linearen Schiitzern derjenige mit der kleinsten Varianz:

Bw ist BLUE-Schiitzer (best linear unbiased estimator).

8.4 Beispiele fiir Varianzstrukturen

e AR(1) (allgemeine Zeitreihenstruktur): e; = pey—1 + vy mit vy éid.

p entspricht der Verdnderung von Zeitpunkt (¢t — 1) zum Zeitpunkt ¢ , wobei v; als weiterer
Einfluss eingerechnet wird. Die Verdnderungen setzen sich dann systematisch fort (von (t—2)

zu t: p%; von (t—3) zu t: p° usw.) = V.
o Longitudinale Daten (Mehrdimensionale Zeitreihen) Blockdiagonale Struktur
e Symmetrische Struktur (gemischte Modelle)

8.4.1 Weitere Schatzstrategien
e REML

e Robuste Varianzschéatzung mit ” Working correlation”
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8.4.2 Beispiel: Tiefbohrung
Varianzstruktur: Abhéngig vom Abstand

—1.8

2.25

3.22
—0.023

X
I

Alle Schétzungen sind signifikant.

Hinweis auf Autokorrelation wird durch den Durbin-Watson-Test untersucht. Dieser ergibt 0.82,
obwohl sie bei 2 liegen sollte. Wegen 0.82 < 2 kann eine positive Autokorrelation festgestellt
werden.

8.4.3 Beispiel: Wildzeitreihen

Varianzstruktur: Unabhéngigkeit der Einzelzeitreihen, aber AR(1)- Struktur fiir jede einzelne
Zeitreihe
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9 Das logistische Regressionsmodell

> Ziel: Untersuchung des Einflusses von x auf y mit y als binére Zielgrofie.

9.1 Beispiel: Einkommen ~ Besitz von Auto

Dieses Beispiel wurde anhand der Mitschriften aus der Vorlesung eingefuegt.
X ... Einkommen (stetig)
Y ... Besitz eines Auto (nein=0/ja=1)

Ansatz: KQ-Schatzung Ansatz: logistische Regression

1.0

0.8
L

0.6
L

=] 2
= 5
< <
=
o
o~
N4
S H 50 0 0 0 0 0
T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Einkommen in 1000 Einkommen in 1000

9.1.1 Ansatz: KQ-Schatzung

Sei y = By + 1 * Einkommen + €.
Hier wird angenommen, dass E(e) = 0, so dass: E(y) = 8o + (1 * Einkommen (siche oben).

Problem:

1. Das Regressionsmodell ergibt auch Werte, die auflerhalb des Intervalls (0, 1) liegen, z.B. Bei
hohem Einkommen kann die Zielvariable auch angeben, ob jemand zwei Autos hat, was in
diesem Fall uninteressant ist und nicht beachtet werden soll.

2. Y ist binomialverteilt (Y ~ Bin(1, E(Y))). Es ergibt sich also keine konstante Varianz:
Var(Y)=E(Y)(1 — E(Y)), was zum Problem der Heteroskedastizitdt (Vgl. 6.2.2.) fiihrt.

9.1.2 Ansatz: lineares Wahrscheinlichkeitsmodell

Sei P(Y = 1) = By + (1 - Einkommen.
Probleme ergeben die Wahrscheinlichkeiten, die weit weg von 1 liegen.

9.1.3 Ansatz: logistisches Regressionsmodell

Hier geht die Regressionsgerade nicht tiber (0,1) hinaus (Vgl. Grafik 2).

Sei also P(Y = 1|Einkommen) = G(8y + 1 * Einkommen), wobei G : [—o0,00] — (0,1) und
monoton steigend sein sollte, sodass G invertierbar ist.

Man wéhlt fiir G die Verteilungsfunktion der logistischen Funktion, die die Voraussetzungen erfiillt:

G(t) = [1+ exp(=1)]7"
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9.2 Definition des logistischen Regressionsmodells

= P(Yi=1lz) = Gp) (9.1)
In —° = i3 > =G () (9.2)
1— Uy
Y;,i=1,...,n unabhéngig (bei gegebenem festen X) (9.3)
Gt) = (1+exp(—t) ! (9.4)
exp(t)
1+ exp(?)

Y;: binére Zielgrofie
x;: Vektor der Einflussgrofien
X: Design-Matrix der Einflussgréfien mit vollem Rang

Bezeichnungen
In ;7 : ”Logarithmierte Chance” Log -odds
8= 0o+ Pizin + ...+ PBpxip : linearer Pradiktor
G : Response-Funktion (Inverse Link-Funktion)

> Der lineare Pradikator summiert die Einflussgréfien auf:
z.B. P(Y = 1|Einkommen) = G(Gy+ 01 *Einkommen+ s (Zahl der Kinder)+/Ss«Umweltbewusstsein).

9.3 Interpretation

Die Wahl von G (Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung) als Responsefunktion ermdglicht
folgende Interpretation:

Z.B. im einfachen Modell: y = Gy + f1x + €

PY =1fzo) = G(Bo+ 1 *xo)
PY =1zo+1) = G[Bo+ f1*(zo+1)]
P = 1jwo + 1)/(1 — P(Y = 1|zg + 1))
P(Y =1[z0)/(1 — P(Y = 1]2o))
PY = 1|20 + 1) PY = 1|zo)

—-n—m——— = 1 ithmiert dd ti i
= P(Y = Tjmo £ 1] nl—P(Y:on) 061 > logarithmierter Odds Ratio von

exp(B1) > Odds Ratio von T;

In

Das logistische Regressionsmodell nimmt einen linearen Zusammenhang zwischen den ”Log odds”
von Y und den Einflussgréfien X an.

e Wenn z; um einen Einheit steigt, so &ndert sich die logarithmierte Chance von Y um (.
e Wenn x; um einen Einheit steigt, so dndert sich die Chance von Y um den Faktor exp(fy).

e Das Odds Ratio (Chancenverhéltnis) zwischen Y bei ; und Y bei 3, + 1 ist exp(S).

Wkeit 001 [005] 01 03 | 04 [05] 06 | 0.7 | 0.9 ] 0.95 | 0.99
Odds 1/99 | 1/19 | 1/9 | 3/7 | 2/3 | 1 | 1.5 | 7/3 | 9 | 19 | 99
Log odds || -4.6 | -2.9 | 2.2 | -0.85 | -0.41 | 0 | 0.41 | 0.85 | 2.2 | 2.9 | 46

> Je grofler 3, desto steiler die Kurve.
> Symmetrie, aber nicht Linearitét (die Absténde verandern sich).
9.4 Bemerkungen

Die Varianten des multiplen linearen Regressionsmodells lassen sich direkt auf das logistische Mod-
ell iibertragen:

e Behandlung von Guppenvergleichen (ANOVA) mit Hilfe von Indikatorvariablen

e Behandlung von diskreten Einflussgrofien: verschiedene Codierungen, Interaktionen, etc.
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e Behandlung von stetigen Einflussgroen (Polynome, Splines etc.)

Beachte: Beim logistischen Modell ”fehlt” der Varianz-Parameter o, da Var(Y) = E(Y) % [1 —
E(Y)]. Weiter ist keine Verteilungsannahme nétig, da Y immer Bernoulli-verteilt ist.

> Also sind die Methoden {iibertragbar.

> Y hat Bernoulli-Verteilung mit fester Varianz Var(Y) = E(Y)(1 — E(Y)).

> Da der Varianzparameter nicht benotigt wird, muss ein Parameter weniger geschatzt werden
(Verénderung der Freiheitsgrade).

> ABER: Es ist immer zu hinterfragen, ob das Modell wirklich passt.

9.4.1 Herleitung der logistischen Funktion —
Wieso wadhlt man gerade die logistische Verteilungsfunktion fiir G?7

1. Ansatz:
d];t(t) = aN(t) gilt fiir N(t) = c exp(at)
df;gt) = a(r—N(t) gilt fir F(t) = Nﬁt)
BN = BFM)(1-F(t) gt fiir F(t) = G(a+ Bt) wegen G'(t) = G(t)(1 — G(t))

| A G

—/

2. Ansatz: Grenzwert-/Schwellenwertkonzept

Y wird durch latente Variable Z gesteuert. Man legt fest: Y = 1< Z > z9 (Z: Nutzen)
In der Population hat der Schwellenwert eine bestimmt Verteilung: zo ~ Fo 5 (2o hat also
Verteilung F mit den Parameter «, 3).

Was gilt jetzt fir P(Y; = 1]z;)? P(Y; =1|z;) = P(z; > 20) = Fa (%)

Sei nun F,, g die logistische Verteilung, woraus sich das Logit-Modell ergibt.
Falls Iy g ~ N(a, ), dann folgt das Probit-Modell = ®(*5%) = ®(a + £z;)
3. Ansatz: Alternatives Grenzwertkonzept
Es wird ein fester Grenzwert angenommen (z.B. Null). Des Weiteren gilt: V; =14 Z; >0

und Z; = fo + iz + ... + BpZip + € sei der Nutzen.
Wenn nun ¢; logistisch verteilt ist, erhdlt man das logistische Modell.

4. Ansatz: Gruppenkonzept

Angenommen werden zwei Gruppen: Y = 1= X ~ N(uj,0?)undY =0= X ~ N(ug,0?)

P =1 = P(z) TP = 1) Lp(m

ereap(} (21)?) 1

P(Y = 1) P(z]Y = 1) PY =1)
)

<Y

T creap(h () 4 epeap(} (F2)?) T 1+ 2 caplpls () — (x— o))

1
1+ exp(a+ Bx)
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Hier gilt 5 =0< 1 = uo.

> Die Varianzen der Gruppen miissen gleich sein, da sich sonst das x nicht weg kiirzt. Fiir
ungleiche Varianzen erhiilt man einen Ausdruck der Form: P(Y = 1|z) = G(a + Bz + yz?).
9.5 Logistische Regression als Klassifikationsproblem

e Prognose in der Logistischen Regression entspricht Klassifikationsproblem mit 2 Gruppen
> Man nutzt die Information der z-Werte, um die y-Werte durch logistische Regression der
entsprechenden Gruppe zuzuordnen.

e Analogien zu Verfahren der Diskriminanzanalyse

e Diskriminanzregeln aus logistischer Regression moglich

9.6 Beispiele
e Y: Kreditwiirdigkeit, X: Personenmerkmale (Schufa-Projekt)

e Y: Auftreten einer Krankheit innerhalb einer bestimmten Zeit, X: Exposition, Geschlecht,
Alter etc.

e Y: Auffinden der korrekten Bliite, X: Zeit (Trend), Art (Fledermaus)
e Y: Priferenz fiir eine Partei, X: Personlichkeitsmerkmale

e Y: Bestehen eines Tests, X: Lehrmethode, Geschlecht etc.

> Y ist hier immer binér (nein, ja) = (0, 1)

9.6.1 logistische Regression einer 4-Felder-Tafel

Man kann eine 4-Felder-Tafel direkt in eine logistische Regression iibersetzen. Die Bernoulli-
verteilung ist in eine Binomialverteilung zusammenfassbar. Die Vorraussetzungen der Unabhéngigkeit
(durch die Modellannahmen) und der gleichen Wahrscheinlichkeiten 7 (da z; alle gleich) sind erfiillt.

Y ‘ 1
0[1 0
Krank | Gesund 1 : 22mal
Placebo 22 15 37 = 0(: O
Medikament 10 20 30 1 0
. 15mal
1({1 0
9.7 ML-Schatzung im logistischen Regressionsmodell
Sei das Modell (9.1)—(9.4) gegeben.
Bur = argmaxL(f3) = argmaxIn L(5) (9.5)
L) = [[e@n"a-ac@Em) (96)
i=1
mLB) = Y Yil(G(z}8))+ (1 - Yi)In(l - G(}p)) (9.7)
i=1
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Beweis:

X und Y = (y1,...,yn)" sind die Beobachtungen mit

P(Y;=1) = G(z;f)
P(Y; =1) G(xiB)(1 — G(274.1))
= L(B)

Ableiten nach $ und Null setzen liefert unter Benutzung von G’ = G(1 — G) die Score-Gleichungen
fur /BML5

d lnL(ﬂ) - 1 / / 1 / /
SRP) Y —— 3) (1 — / 4+ (1-Y; —G(z'8) (1 - , ,
= Y (Yi(1=G(zi1P) + (1 - Y)(=G(z}115))
i=1
= Z(Yz - G(x§+1ﬁ)) T
i=1
= s(Bur) =Y (Vi — G(@}Bur))z: = 0.
i=1
O
9.7.1 Eigenschaften des ML-Schatzers
Die allgemeine Theorie der Maximum Likelihood - Schatzung liefert:
Fiir n — oo gilt unter Regularitatsbedingungen:
Bur — N(B,FYB)) asymptotische Normalverteilung (9.8)
F(p) = X'D(BX (9.9)
D(B) = diag{(G(x;B)(1 - G(238)))} (9.10)
FFEBRLB — ) asymptotisch x? verteilt (9.11)

e Die asymptotische Varianzmatrix ergibt sich als Inverse der Fischer-Information (Ableitung
der Score-Funktion)

e Die asymptotische Varianzmatrix entspricht auch der Varianzmatrix aus der gewichteten
(heteroskedastischen) Regression, das Var(Y) = D(8) = diag(G(z,8)(1 — G(z5)))

e Die numerische Berechnung des ML- Schétzers erfolgt nach der Methode der ”iterierten
gewichteten kleinsten Quadrate” (IWLS Iteratively Weighted Least Squares)

> Hier gilt das GauB3-Markow-Theorem nicht, weil nur asymptotische Erwartungstreue vorliegt.

9.7.2 Existenz und Eindeutigkeit des ML-Schatzers im logistischen Modell

Eindeutigkeit: Da die Likelihood-Funktion konkav ist, ist die Losung der Score-Gleichung immer
eindeutig

Existenz: Der ML- Schéatzer existiert < Die Werte 0 und 1 sind nicht linear trennbar,
d.h. es existiert kein @ mit Y =1 fiir 2’ > 0 und Y = 0 fir 2’a < 0

Im Fall der Nicht- Existenz geht mindestens eine Komponente gegen co.

Im einfachen Modell bedeutet die Bedingung, dass Y=1 fiir x > ¢ und Y=0 fir z < c.
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> Sobald ein Wert auflerhalb des Datenschwerpunktes fiir das A XX
entsprechende Y liegt, existiert der ML-Schétzer.

> Wenn der Schétzer existiert, ist er auch eindeutig.

> Wenn die Daten trennbar sind, divergiert der ML-Schétzer,
d.h. 3 — oo. Das ist bei der Anwendung erkennbar, wenn der
ML-Schéatzer und die Varianz ungewohnlich hohe Werte haben
(hohe Zahl von Fisher-Scoring Iterationen). In solchen Féllen
ist eine Gruppierung sinnvoll.

> Fir endliche Stichproben ist der MIL-Schéitzer nicht er-
wartungstreu, nur asymptotisch erwartungstreu.

9.8 Inferenz im logistischen Regressionsmodell

Beachte: Alle Aussagen gelten - im Gegensatz zum linearen Regressionsmodell — nur asympto-
tisch, d.h. fiir hinreichend grofle Stichprobenumfénge!

> P(f3 € [untere Grenze, obere Grenze]) =1 — «
P(exp(p) € [exp(untere Grenze), exp(obere Grenze)]) =1 — «

= Tests und Kls lassen sich tibertragen
9.8.1 Wald-Test fiir die lineare Hypothese
Sei das logistische Regressionsmodell (9.1)—(9.4) gegeben.
Hy : A3 = ¢ mit rg(A) =a.
Analog zum linearen Modell wird folgende quadratische Form betrachtet:
W = (Af = o) (AF 1 (B)A)"1(AB —c)
—_— —
= Varianz
W heifit Wald-Statistik. Aus der asymptotischen Normalitét folgt unmittelbar:
W= x*(a)
Mit dieser Statistik lasst sich die allgemeine lineare Hypothese testen.
Wald-Konfidenzintervalle
Wir benutzen die asymptotische Normalitat (> wir haben hier keine t-Verteilunng wie im allge-
meinen Modell, da dort die Varianz geschétzt werden muss)und erhalten folgende Konfidenzinter-

valle fir 8 zum Niveau « :

B+ 04, A1—a/2
04, = VChi (k-tes Diagonalelement der Matrix F~*(3))

Fiir die Odds-ratios exp(0) ergibt sich das transformierte Konfidenzintervall zum Niveau « :
exp [ﬁk + 65, Zlfa/2:|
Da kein Varianzparameter zu schétzen ist, kommt die t-Verteilung hier nicht vor.

9.8.2 Likelihood-Quotienten -Test fiir die lineare Hypothese
Sei das logistische Regressionsmodell (9.1)—(9.4) gegeben.
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Hy: AB = ¢ mit rg(A4) = a.

Wir definieren folgende Teststatistik:

LQ

—2{lnL(8) - 1(3)}
é : ML-Schéatzer unter Hy

Aus der allgemeine Theorie von Likelihood-Quotienten-Tests folgt:
Es gilt unter Hy:

LQ % X*(a)

Beachte: Der LQ-Test ist mit dem Wald-Test fiir endliche Stichproben nicht Aquivalent. Aquiv-
alenz gilt nur asymptotisch.

> Nullhypothese Hy ablehnen, wenn LQ > x?(a)
Likelihood-Quotienten Konfidenzintervalle

Mit Hilfe des LQ-Tests lassen sich auch Konfidenzintervalle zum Niveau « konstruieren:
KI:= {BMHO : B, = Brwird mit LQ-Test zum Niveau « nicht abgelehnt}

> Uberdeckungswahrscheinlichkeit fiir grofe Stichprobenumfinge 1 — o, sonst approximativ 1 — a.
> Kls sind nicht symmetrisch.

9.8.3 Score-Test fiir die lineare Hypothese

Sei das logistische Regressionsmodell (9.1)—(9.4) gegeben.
Hy : AB = ¢ mit rg(A) =a.

Wir definieren folgende Teststatistik:

SC = s(B)F'(B) s(B)
ﬂ: : ML-Schétzer unter Hy
Es gilt unter Hy:
SC = x*(a)

> Score-Gleichung (siche (9.8.)): s(Barr) = S (Y — G(2,Byrr))zi = 0
> Hy ablehnen, wenn SC > x?(a)
> Vorteil: By, muss man nicht ausrechnen (ist u.U. nicht analytisch berechenbar).

9.8.4 Zusammenfassung: Tests fiir die lineare Hypothese

Sei das logistische Regressionsmodell (9.1)—(9.4) gegeben. Hp : AG = ¢ mit rg(A) =a.

W= (G- (AR RA) 4G - o) (9.12)
Lo = —2{1nL(,5’)—1nL(B)} (9.13)
SC = s(B)YF D) s(5) (9.14)

ﬁ : ML-Schétzer unter Hy
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W:  Wald-Statistik
LQ: Likelihood-Quotienten-Statistik Es gilt unter Hy:
SC:  Score-Statistik

W X x*(a) (9.15)
LQ % x*(a) (9.16)
SC X x*(a) (9.17)

AuBlerdem sind alle 3 Tests asymptotisch dquivalent. Sie unterscheiden sich aber fiir kleine Stich-
proben.

> Kiichenhoffs Empfehlung: Anwendung der LQ-Statistik, wobei sich in der Praxis kaum ein
Unterschied ergibt.

9.8.5 Devianz im logistischen Modell

> Je flacher die Regressionsgerade ist, umso kleiner ist R?, woraus sich schlussfolgern lisst, dass
R? als Ma8 fiir die Modellgiite im logistischen Modell nicht besonders gut geeignet ist

Analog zur ANOVA- Tafel betrachtet man im logistischen Modell die Log-Likelihood als Maf fiir
die Modellgiite: Dabei wird definiert:

Modell mit Konstante (SST): P(Y; =1) = G(f)
Modell (SSE): PY,=1)= G(x’zﬂ)
"volles Modell” PY,=1)=p;

Von diesen Modellen wird jeweils der Wert von -2 log(L) verglichen.

9.9 Das logistische Modell fiir gruppierte Daten

Wir betrachten das logistische Regressionsmodell mit gruppierten Daten: Jeweils n;; Daten-
punkte werden zu einer Gruppe zusammengefasst. Dabei sind in einer Gruppe die Kovariablen
identisch. Sei 7; := G(a3).

Y; : Anzahl der Erfolge in Gruppe j. Das Modell ist dann:

zq: In L(3) — In L(y;)) (9.19)

heiit Devianz. Es gilt:

D=2 - 7 R W CC et V17 9.20
Zyj G(x;ﬂ)+( J y]) (1—G(az;ﬁ)) ( )

> In L(B) ist der Likelihoodbeitrag der j-ten Gruppe fiir das ideale Modell
> In L(y;)ist der Likelihoodbeitrag der j-ten Gruppe fiir das geschétzte Modell
> Devianz entspricht der LQ-Statistik des idealen Modells zum geschatzten Modell.

9.9.1 Anpassungstests
a) Pearson-Statistik

> ist abgeleitet aus dem generalisierten linearen Modell.

b) Devianz (siehe (9.19)) Verteilungsapproximation (n;/n — ;)

(a)
o D~ xP(g—7)
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> Hier ist g die Anzahl der Gruppen/Parameter im perfekten Modell und p’ Anzahl der
geschatzten Parameter.

¢) Bei kleinen Gruppenumfingen oder im Fall n; = 1: Hossmer-Lemeshow-Test
Bilde ca. g= 10 Gruppen nach der Grole des linearen Pradiktors z’3 und bilde Anpas-
sungsstatistik wie unter a). Die Testverteilung ist eine x?(g — 2)-Verteilung.

> (a), (b) basieren auf der Binomialverteilung. Sie sind also nur auf grofie Stichprobenumfénge
anwendbar, da sonst die Approximation noch nicht greift.

> zu (¢): Die Gruppen erhélt man, indem man sich den linearen Pradiktor anschaut und dement-
sprechend eine Aufteilung nach Quantilen oder Ahnlichem wihlt.

9.9.2 Residuen im logistischen Regressionsmodell
Wir betrachten wie oben das logistische Regressionsmodell mit gruppierten Daten. Sei 7; :=
G(2}5).

a) Devianzresiduen

yj/’ij ('fbj — yj)/nj
y-ln 4 (n; — Y; In —_— 9.21
J T4 ( J ]) (1—7Tj) ( )

Devianzresiduen (vgl. (9.19))

d; = sign(y; — n;7;)
—_——

Richtung der Devianz-Res.
> d; = Richtung * ,,\/D;“(siehe 9.21)

b) Pearson-Residuen

ri= Yj — ”joA (9.22)
(1 —7;)

¢) Standardisierung der Residuen

H = D:X(X'DX)'X'D? (9.23)
D = diag(njﬁ'j(l — ﬁ‘J)) (924)
d; = dj/\/ 1-— hjj (925)
o= Ty (9.26)
d) Likelihood-Residuen
Iy = sign(y; — n;G(2,8))\/2n L(B,45) — n L(3)) (9.27)

L($3,%;) : Likelihood des Modells mit dem der zusitzlichen Indikatorvariablen fiir die Beobach-
tung j mit zugehorigem Parameter ;.

> H ist hier eine Verallgemeinerung der Hat-Matrix P. Dient also zur Standardisierung.

9.10 MaBe fiir die Modellanpassung

> R? ist als Ma$B fiir die Modellgiite im logistischen Modell nicht besonders gut geeignet. Deshalb
verwendet man andere Mafle.

Wir betrachten das logistische Regressionsmodell mit 7; := G(:z:;B)
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a) Likelihood-Quotienten-Index

(9.28)

> Lo: Modell mit Konstanten

> L(/): volle Modell
> Rro® €[0,1]

b) Vorhersagefehler Sei Y, =1 , falls 7; > po und YZ =0 falls 71; < po (2. B. Po =0.5)
Nun analysiert man die Vierfeldertafel, die durch die bindren Groflen Y; und Y; gegeben ist.

> Nur bei starkem Effekt und kleiner Tafel hilfreich (wie z.B. Rauchen ~ chronische Bron-
chitis).

¢) Zusammenhang von Y; und 7; Fiir beobachtete Paare sei
N :  Anzahl von Paaren mit unterschiedlichen Response, d.h. y;, # vyi,,
N.: Anzahl konkordanten Paare, d.h. mit sign(y;, — y;,) = sign(#;;, — 7i,)
Ng:  Anzahl der Paare, die diskordant sind.

Kendalls 7
_ Ne—Na (9.29)
e n—1)/2 '
> ist auch Korrelationsmafl zwischen ordinalen Daten
Goodman & Kruskals y-Koeffizient
Nc - Nd
=_*£ -~ 2 9.30
T NN (930
Somers D NN
c — 4iVd
D=—— 9.31

> Goodman & Kruskals y-Koeffizient und Somers D dienen zum Vergleich von Modellen

9.11 ROC-Kurven-Analyse

Allgemein
Y =1 — Ausfall (krank)
Y =0 — kein Ausfall (gesund)

In der medizinischen Literatur ist das Testergebnis m:

YVi=lem >c (9.32)

In der Literatur zum Kreditrisiko ist der Score s:

Vi=les <c (9.33)

c ist dabei ein Grenzwert. Beide Ansétze sind offensichtlich dquivalent: Betrachte dazu m; = —s;
9.11.1 Sensitivitdt und Spezifitat
Richtig Positiv = Sensitivitat:

(m) P(Y=1Y=1) = Pm>cY =1)=8(c (9.34)

(k) P(Y=1Y=1) = P(s<dY =1)=F(c) 9.35)
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S1(c) stellt die Survivorfunktion dar, F(c) die Verteilungsfunktion.

Falsch Positiv = 1- Spezifitat:

Die ROC-Kurve besteht aus den Punkten (Sp(c), S1(c)) bzw. (Fy(c), Fi(c)).

=
b=}
3
el
=
% ROC(t)
o ~
E
e
< 1777/ 1
— 1
ra !
— 1
wn I
L} !
— 1
= [
(W] [}
o
o 1
[
[
o 1

1
t = So(c) Anteil Falsch Paositiv

9.11.2 Zusammenhang von logistischer Regression und ROC-Kurve
m; = G(x;8)
m; = zf

Beachte die Invarianz der ROC Kurve bzgl. monotoner Funktionen! Die Verteilung von Fy, Fy
bzw. Sp, S kann aus den Daten geschéatzt werden
= ROC-Kurve

Alternative: Schéitze Fy, F1 bzw. Sp,S; aus Validierungsdaten.

9.11.3 MaBe zur Bewertung der Kurve
AUC: Flache unter der Kurve

1
AUC = / ROC(t)dt = P(my < mo) (9.38)
t=0

my ist dabei aus der Verteilung m|Y =1
my ist dabei aus der Verteilung m|Y =0

Dabher ist das empirische AUC:
_—— N
AUC = == 9.39
N (9.39)

Dabei bezeichnet N, die Anzahl der konkordanten Paare und N die Anzahl der Paare mit unter-
schiedlichem Y.
Mit Ny gleich der Anzahl der diskordanten Paare ist der GINI dann:

GINI- Koeffizient: Normierte Fliache zwischen Winkelhalbiernder und ROC- Kurve

1
GINI=2-(AUC — ) =2-AUC - 1 (9.40)
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GINT = Ne=Na

Der empirische GINI entspricht dem Somers D.

9.11.4 Die logistische Regression fiir Fall-Kontroll-Studien

Sei in der Grundgesamtheit folgende Beziehung gegeben:

Po(Y =1|X = 2) = G(a + fz)
mit G(t) = (1 + exp(—t)) !

X: Exposition
Y: Erkrankung

Es wird nun aus der Grundgesamtheit gezogen:
ny Félle (Y = 1) und ne Kontrollen (Y = 0)

Gesucht ist
Ps(Y =1|X =x)

(9.41)

(9.42)

(9.43)

Mit Pg werden die Wahrscheinlichkeiten (Dichten) in der Stichprobe bezeichnet, mit Py die in der

Grundgesamtheit.

Berechnung von Ps:

Ps(Y =1)Pg(X = 2|y =1)

Ps(Y = )Ps(X = 2|Y = 1) + Ps(Y = 0)Ps(X = a]Y = 0)

Clpo(X = 1’|Y = ].)
Clpo(X = I|Y = 1) + CQP()(X = .I“Y = 0)

Die letzte Identitat gilt wegen

Py(X = 2]V =1) = Pg(X =a]Y = 1)

und mit ¢; = und ¢y = 12
ni + na ny + no
¢
aPy(X =z]y =1) = Pg(Yilzl)PO(X —z)P(Y = 1|X = 2)
c
2 Py(X = 2|y =0) = 1%(1/72:0)}30()( =2)P(Y =0|X = z)
. C1 - C2 _ .
Mit m = d] und 7PO(Y 0) d2 fOlgt
diP(Y =1|X = 1)
Ps(Y =1|X =
s X =) GPY =1|X =) + do(l — P(Y = 1|X = 1))
1
B 1+@1—G(a+ﬁx)
di G(a+ ()
_ 1
= a
1+ exp(—a— 1n(d—2) — Bx)
Die letzte Gleichung folgt aus 121((;(]5) = % — 1 =exp(—t).
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Insgesamt gilt:

Ps(Y =1X=2)=G(a+1In <g;> + fz) (9.45)

Die Auswertung beziiglich 8 kann also durch eine logistische Regression erfolgen. Der Parameter
a in der Grundgesamtheit kann dabei nicht geschitzt werden.
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10 Das gemischte lineare Regressionsmodell (” Linear mixed
Model”)

10.1 Das Modell mit einem einfachen zufilligen Effekt

auch: Varianzkomponenten-Modell, Random-Intercept Modell

Wir betrachten gruppierte Daten mit Gruppenindex i:

Yij = ayB+vite; i=1,...,9; j=1...n (10.1)
e ~ N(0,0%I) (10.2)
v ~ N(0,02) (10.3)

7; und € unabhangig

... Gruppe, ij ... Einzeilbeobachtung in der Gruppe 1
~;: Random Intercept (Zufillige Effekte), zufillige Bereinigung um den Gruppeneffekt. Das
entspricht dem Abstand zwischen Gesamtmittel und Gruppenmittel.

> (3 ist fiir alle Beobachtungen gleich = jede Gruppe hat gleiche Steigung.
> Random-Intercept: Es variiert der Intercept fiir jede Gruppe

> Varianzkomponenten-Modell:
Zerlegung der ,,Gesamt“-Varianz in die Varianz zwischen den Klassen (— ~; mit ¢2)) und die
Varianz innerhalb einer Klasse (— ¢;; mit o.,?)

10.1.1 Das marginale Modell

> Zuriickfithren des Modells mit einfachen zufélligen Effekten auf das allgemeine lineare Regres-
sionsmodell:

> 2 Stufen:
(1)  Gruppen: Yi ~ N(0,0,%)
(2)  Einzelbeobachtungen:  y;j|v; ~ N (27,8 + 7i,0°)
= marginales Modell mit Y;; ~ N(x},3,0% + 0,,?)

Das obige Modell kann kann umgeformt werden zu dem marginalen Modell

Yij = xijﬁ +0i5 = QE;Jﬁ + i + €ij (10.4)

0ij = eyt (10.5)

Var(&ij) = O'2 + O',2Y (106)
Cov(éiljl’(sil]é) = O—’2y (107)
Cov(ailjuaizjz) = 0 fiir Z.1 7& i2 (108)

Darstellung als allgemeines lineares Modell:

Y = XpB+496
§ ~ N(0,0°I+ diag[o2e;e]))
e; := 1-Vektor der Lénge n;

10.2 Das Modell mit allgemeinen zufilligen Effekten
> Random-Intercept UND Random-Slope

Zweistufiges Modell mit individuellem linearem Trend, dessen Steigung individuell geschatzt wird

Yi; = Poi+ Briti; +€ij
Boi = Po+0i
Bri = Bilp(i) + BoxIp(i) + 714
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Einsetzen ergibt:
Yij = Bo + Bilm (i) * tij + B2 * Ip(i) * tij + voi + V1itij

Annahme : ~y; und zufallige Effekte,
Alle 4; sind unabhéngig, und v; ~ N(0,G),i=1,...,g,
(1 und fBs: eigentlich interessierende Populationseffekte

> 7v0; Random-Intercept
> v1; Random-Slope

10.2.1 Ein hierarchisches Modell fiir longitudinale Daten Stufe 1

Sei Y; = (Yi1,Yie,..., Y, ) der Vektor der wiederholten Messungen fiir das i-te Subjekt zu den
Zeiten t;5,7 =1,...,ng, furi=1,...,9.

Yi=ZBi +& (10.9)

Z; eine (n; x q)-Matrix bekannter Kovariablen, die modellieren, wie sich die ZielgroBe fiir das
i-te Subjekt tiber die Zeit verhalt

B; ein g-dimensionaler Vektor unbekannter subjektspezifischer Regressionskoeffizienten

e g; ein n;-dimensionaler Vektor mit Residuen fiir das i-te Individuum

Annahme:
Alle g; sind unabhéngig und &; ~ N(0,%;),i = 1,..., N, ¥; unbekannte Kovarianzmatrix.
(Meist Zusatzannahme: ¥; héngt von ¢ nur iiber n; ab.)

10.2.2 Ein hierarchisches Modell fiir longitudinale Daten Stufe 2
Ein lineares Modell fiir die subjektspezifischen Regressionskoeffizienten 8;:
Bi = KiB+i (10.10)
e K eine (¢ x p)-Matrix bekannter Kovariablen
e (3 ein p-dimensionaler Vektor unbekannter Regressionsparameter
e Annahme: Alle 4; sind unabhéngig, und v; ~ N(0,G),i=1,...,g,

G unbekannte Kovarianzmatrix.

10.2.3 Das lineare gemischte Modell fiir longitudinale Daten
Substitution von (10.10) in (10.9) ergibt
Yi=XiB+Zvi+& (10.11)

mit X; = Z;K;, das lineare gemischte Modell mit fixed effects (festen Effekten) # und ran-
dom effects (Zufallseffekten) ;.

>Y; = ZiK,B+ Zivi +€i = Zi(KiB + i) + &

Annahme:

Y,---,Yg:€1,---,Eg unabhingig. (marginales Modell) (10.12)
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10.3 Das lineare gemischte Modell (LMM) in allgemeiner Darstellung

Y = XB+Zy+e (10.13)
~ 0 G 0
() = ~((5)-(5 »)) 024
Xund Z : feste bekannte Designmatrizen
16 : Vektor der festen Effekte
y : Vektor der zufilligen Effekte
R :  Kovarianzmatrix der Storterme, also Cov(e;, €;)
G : Kovarianzmatrix der zufélligen Effekte, also Cov(v;,7;)

Bemerkungen:

Das obige Modell ist sehr flexibel und enthélt als Spezialfille das gemischte Modell fiir Longitudi-
naldaten und das Varianzkomponenten-Modell

Im Modell fiir Longitudinaldaten gilt:

R = diag(%;)
Im Varianzkomponentenmodell gilt:
g
R = o?I( Dimension: Anzahl Beobachtungenz n;)
i=1
G = 0',2YI( Dimension: g )
10.3.1 Marginales und bedingtes (konditionales) Modell
Marginales Modell:
Y = Xp+6 (10.15)
0 = Zy+e (10.16)
5 ~ N(O,R+ZGZ") (10.17)
Bedingtes Modell:
Yy ~ N(XB+ Zv,R) (10.18)
v ~ N(0,G) (10.19)

10.4 Inferenz im gemischten linearen Modell

Die Inferenz erfolgt zundchst mit Hilfe des marginalen Modells: Sei 9 ein Vektor aller Parameter,
die in G und R vorkommen. ¥ und § kénnen nach der Maximum-Likelihood Methode geschétzt
werden: Als Log-Likelihood ergibt sich (von additiven Konstanten abgesehen):

1(5,9) = 5 (m|V)| + (¥ ~ XYV @)(¥ ~ X5)) (10.20)

wobei V. = ZG(W)Z' + R(¥). Ist 9 bekannt, so ist der ML-Schétzung von B bedingt auf 9
(gewichteter KQ-Schétzer:)

. -1
B@) = (xv@) ' X) XVI@)Y. (10.21)
Einsetzen liefert die Profil-Log-Likelihood:

169) = — (V)| + (¥ — X5V @)Y — XA(0) (10.22)
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10.4.1 ML und REML-Schatzer

Maximieren von (10.22) beziiglich ¢ liefert ML-Schétzer. Da dieser nicht erwartungstreu ist, ver-
wendet man hiufig den sogenannten restringierteten ML-Schétzer: Dieser maximiert

Lr(9) =1(9) — %ln|X’V(z9)*1X\ (10.23)

Im einfachen linearen Modell entspricht der REML-Schétzer dem erwartungstreuen Schétzer von

a2

10.4.2 Inferenz beziiglich von 3 im linearen gemischten Modell 11

Unter dem marginalen Modell (10.11) und bedingt auf 9 folgt B(d) einer multivariaten Nor-
malverteilung mit Erwartungswert 8 und Kovarianzmatrix

Var() = (X'V7ix)7! (10.24)

Da V unbekannt ist, wird es durch den (RE)ML-Schétzer V (¢) ersetzt.

Zur Konstruktion von Konfidenzintervallen und entsprechenden Tests nimmt man an, dass [
asymptotisch normalverteilt ist. Fiir spezielle Modelle ist dies bewiesen, aber eine allgemeingiiltige
asymptotische Normalverteilungsaussage ist nicht nachgewiesen.

Da die Varianzmatrix V nur geschatzt wird, werden in der Praxis deshalb haufig approximative
t-Tests und entsprechende Konfidenzintervalle benutzt, die die Verteilung von (3; — 3;)/se(3;)
durch eine ¢-Verteilung approximieren und die zugehorigen Freiheitsgrade geeignet schétzen.

> Dabei ist se(3;) = \/ Var(3;) der Standarderror des Schtzers

10.4.3 Schatzung der zufilligen Effekte

In manchen Fallen ist die Schéatzung der Zufilligen Effekte von Interesse. Dazu betrachten wir das
gesamte Modell in folgender Form:

(;) ~ N(()?ﬁ)’(c:c;' ZVG>) (10.25)

Nun erhélt man den bedingten Erwartungswert von v bei gegebenem Y nach den allgemeinen
Regeln fiir die multivariate NV:

E(|Y)=GZ'V-'(Y — Xp) (10.26)
Ersetzen durch die Schétzer ergibt:
4=GZ'V (Y — Xp) (10.27)

10.5 Praktisches Umsetzen von gemischten Modellen mit SAS
Proc MIXED

Random-Statement legt den zufalligen Effekt fest, auch Intercept zugelassen, d.h. die Matrix
Z. Type legt Kovarianzstruktur von G. Subject legt Einheiten fest

Repeated-Statement legt Varianzstruktur R fest Subject-Statement legt Blockdiagonale Struk-
tur fest

Model-Statement legt Modell mit den festen Effekte fest; X-Matrix

Viele Varianten und Optionen moglich
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10.6 Beispiele
10.6.1 Beispiel: Studie zur Lesefoderung
e Zielgrofle: Verbesserung der Leseféhigikeit
e Einflussgréfien: spezielle Forderung
e Storgrofle : Ausgangsniveau
e Problem : Versuch wurde klassenweise durchgefiihrt

Voraussetzung der Unabhéngigikeit der Stérterme nicht erfiillt (Cluster Daten), weil von der Ahn-
lichkeit der Schiiler einer Klasse ausgegangen werden kann.

Abhilfe: Einfithrung eines Klasseneffekts

Problem: Zu viele Parameter

Abhilfe: Klasseneffekt wird als zufélliger Effekt eingefiihrt.

A

Ve Zuwachs Klasse 1
inder
Lesefdhigkeit Klasse3

Gesamtmittelwert

Klasse?2

> ¢ - Klasse, j - Schiiler in Klasse ¢
> v; Random-Intercept

Das marginale Modell

> Zurtickfiihren des Modells mit einfachen zufilligen Effekten auf das allgemeine lineare Regres-
sionsmodell:
> 2 Stufen:
(1) Klassen: v; ~ N(0,0,%)
(2) Schiiler in den Klassen: y;;|y; ~ N(2};8 4 vi,02)
= marginales Modell mit Y;; ~ N (z}; /3, 0% +0,%), dh. YV = T8 + Vi + €ij

> Also ergibt sich, wenn man 3 Schiiler in Klasse 1 und 2 Schiiler in Klasse 2 annimmt:

At
2 2 2
0“2/1 ot + In Oy 9 0
V = Var(vy) I T
== ar ij) =
2, 2 2
0 g —’—20"‘/2 20-’}/2 9
U’YQ 0"+ 072
> COU(}/%']H Ynk:) = CO’U("}/Z' + €ijy Yn -+ Gnk})
2 . : L .

= Cov(yi,Yn) = { gv 72 ; Z (also die Schiiler in der gleichen Klasse)

d.h. Random-Intercept unabhéngig
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10.6.2 Beispiel: Gewichtsentwicklung

Gewichts — A
entwicklung Proband 1

x Proband 2

>

o Zielgrofle: Gewichtsentwicklung (in nur unregelméfliigen Abstédnden erhoben)
e Einflussgrofien: Geschlecht Ip;, Art der Intervention Ig

Zweistufiges Modell mit individuellem linearem Trend, dessen Steigung von Geschlecht (Indikator
I,,) und Art der Intervention (Indikator/p) abhéngt

Yii = Boi + Buiti; + €45
Boi = Po+0i
Bri = Bulm(i)+ P2 xIp(i) + 714

Hier werden die Messungen fiir den jeweiligen Probanden gruppiert. (i ,Proband® , j ,,Messung®)
= Fiir jeden Probanden wird ein eigenes Intercept und eine eigene Steigung geschétzt.

= Dann erst iiberlegt man sich, ob die individuellen Schiatzungen in Beziehung zu anderen
Einflussgréfien (z.B. Geschlecht) stehen, d.h. man macht eine zweite Regression.

= Y;; = normale Regression (Einfluss von Geschlecht usw.) + individuelle Einflussgrofen.

= Ein mogliches Ergebnis konnte sein, dass Probanden mit hohem Startgewicht, auch mehr
zunehmen.

Individuelle Regression (Vgl. 10.2.1):
Regression fiir die einzelnen Probanden, d.h. innerhalb der einzelnen Gruppen der Daten.
1 i

Zi=1| : Bi = (Boi, B1i)
1 tin

Untersuchung auf die Zusammenhinge im kompletten Modell (Vgl. 10.2.2):

Regression zwischen den Gruppen, wobei die Gruppen hier die Zusammenfassung der Mess-
daten fiir den jeweiligen Probanden sind.

Bo
(501‘) _ (10 0 0 ) B +<’Yo¢>
B 0 1 In() Ip(s) B2 Yii
B3
Bi = K * B+ v
g 02 g 0 12
- G - < U’YZ’YlQ 0:1{172) )

In (i) Indikator fiir den Einfluss des Geschlechts
Ip(i) Indikator fiir den Einfluss der Intervention
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~; sind die individuellen Einfliisse, die ich nicht erkldren kann.

Stufe 1 und 2 durch Substitution zu einem Modell zusammenfassen (Vgl. 10.2.3):

Vi = aif+Zivi+e
EY;) = zf+0+0=2ap
Cov(Y;)) = 0+ Z;Cov(v)Z+3%; da ;, €; unabhangig
G

= Y;~ N(x:8,Z;GZ;%;)
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11 Messfehler: Modelle und Effekte

Die Unterlagen sind Teil des Kurses ”Measurement error in epidemiological studies Short course
at KU Leuven vom 17/18.11.2003”

Literatur:

e Carroll R. J. , D. Ruppert, L. Stefanski and C. Crainiceanu: Measurement Error in Nonlinear
Models: A Modern Perspective, Second Edition Crepress.

e Carroll, R.J. Measurement error in epidemiologic studies. In: Encyclopedia of Biostatistics,
ed. by Armitage, P.and Colton, T., 2491- 2519. Wiley, Chichester.

e Kuha, J., C. Skinner and J. Palmgren. Misclassification error. In: Encyclopedia of Biostatis-
tics, ed. by Armitage, P.and Colton, T., 2615- 2621. Wiley, Chichester.

Ursachen von Messfehlern

e Es wird davon ausgegangen, dass Daten nicht genau erhoben werden kénnen = Messfehler
des Messgerates

Was ist eigentlich die richtige Variable? (z.B. Blutdruck/Fettverzehr)

Die Angaben der Patienten muss nicht richtig sein

Ausreiler-Werte (Bsp.: Fettverzehr — Sonntagsbraten)

Problematisch wird zusétzlich, dass die x-Werte fiir die Prognose ebenfalls ungenau erhoben
werden, woraus resultiert, dass der Fehler fiir die Prognose steigt.

Beispiele
e Studie zur chronischen Bronchitis (Bronchitis ~ Staubbelastung, Rauchen)
e Job-Ausgesetztsein-Matrix (Exposition ~ Lebenslauf, Arbeitsstelle)

e Studie zum Fettverzehr (iiber Tagebuchfiithrung)

11.1 Modelle fiir Messfehler
e Systematisch vs. Zufall

e Klassisch vs. Berkson

Additiv vs multiplikativ

Homoskedastisch vs Heteroskedastisch

e Differentiell vs Nicht-Differentiell

11.1.1 Klassischer additiver zufalliger Messfehler

i Wahrer Wert
W; : Messung von X, d.h. mit Messfehler
Wi = i+ Ul (Ul, Xz) unabh.
EU;) = 0
V(U) = of

Ui ~ N(O, Uzzj)
> additiver Fehler: W; = X; & Messfehler = X; + U; (X, U;)unabh.)

Das Modell ist passend fiir

e Messfehler des Messinstruments
e Eine Messung wird fiir den Mittelwert verwendet

e Messfehler ist bedingt durch den Arzt
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11.1.2 Additiver Berkson-Fehler

= Wz + Uz (UZ,WZ) unabh.

E(U;) = 0
) = op
Ui ~ N(O,J?J)

> wahrer Wert = gemessener Wert + Storterm
> Unterschied zum klassischen Modell: X;, W; sind unabhéngig (gegeniiber X;, U; unabhéngig)

Das Modell ist passend fiir
e durchschnittliche Exposition der Region W anstatt der individuellen Exposition
e Arbeitsplatzmessung
e Dosis in einem kontrollierten Experiment

Beachte, dass in einem Berkson-Fall:

EXxXWw) = W
Var(X) = Var(W)+ Var(U)

> Var(wahrer Wert) > Var(gemessener Wert), wegen Var(X) = Var(W) + Var(U).

11.1.3 Multiplikativer Messfehler

W, = . xU; (Ui, X;) unabh.
Klassisch
i = W;xU; (U;,W,;) unabh.
Berkson
EU;) = 1

U; ~ Lognormal

e Additiv auf einer logarithmischen Skala

e Wird benutzt fiir Expositionen durch Chemikalien oder Strahlung

> Prozentfehler, d.h. Messung wird ungenauer, je grofier der Wert ist.

11.1.4 Messfehler in der ZielgréBe

Einfache lineare Regression

Bo+ B X +e
Y* = 4+ U additiver Messfehler
— Y = Bo+5X+e+U

Neuer Ausgleichsfehler: ¢ + U

Annahme : U und X unabhéngig, U und € unabhéngig
— Groflere Varianz von e

— Inferenz weiterhin richtig

Fehler bei dem Ausgleich- oder Messfehler sind nicht anders zu behandeln.

> Y* =Y + U additiver Messfehler. Es ergibt sicht ein Modell mit einem zusétzlichen Fehler.
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11.1.5 Messfehler in den EinflussgroBen/Kovariablen

Wir betrachten nun genauer die Messfehler in den Kovariablen in Regressionsmodellen.

Haupt-Modell:
E(Y) = f(B,X,2)
Wir sind an (7 interessiert, d.h. den Zusammenhang zwischen Y und den Kovariablen X

7 ist eine weitere Kovariable, gemessen ohne Fehler

Fehler-Modell:

X,z B Y

“wahres” Modell

— W
E(Y)=f"(W,Z,p5")

Naive Schatzung:
Beobachtetes Modell = Hauptmodell
aber in vielen Fallen: f* #£ f, g* #£ (3

Y
%
’DQ

Messmodell

> Das naive Modell kiitmmert sich nicht um Messfehler, wie
z.B. im Modell mit Messfehlern in der Zielgréie. W,z

11.1.6 Differential and non differential measurement error
Annahme eines differential Messfehlers, der die Zielvariable beeinflusst:
[Y]X, W] = [Y]X]

Fiir Y gibt es keine weitere Information in U oder X, wenn X bekannt ist.
Dann kann das Fehler- und Haupt-Modell aufgesplittet werden.

Y, W, X] = [Y[X][W ][]

> f(Y]X) ... Wahrscheinlichkeit einen Herzinfarkt zu bekommen, wenn ein bestimmter (bekannter)
Blutdruck vorliegt.

Aus der substanziellen Sicht:
e Messprozess und Y sind unabhéngig

e Blutdruck an einem bestimmten Tag ist irrelevant fiir das Herzinfarktrisiko, wenn ein Langzeit-
Mittel bekannt ist.

e Durchschnitts-exposition ist irrelevant, wenn die individuelle Exposition bekannt ist.
e Aber Menschen kénnen ihr Erndhrungsverhalten anders betrachten, wenn sie bereits einen

Herzinfarkt hatten.

11.2 Einfache lineare Regression

Wir nehmen ein non differential additiven normalen Messfehler an

Y = Bo+BiX+e (10.1)
W = +U, (U, X,e) unabh. (10.2)
U ~ N(0,0%) (10.3)
e ~ N(0,02) (10.4)
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11.2.1 SAS-Simulation fiir ein lineares Messfehler-Modell

/* Simulation von X ~ N(0,1) */
data sim ;

do i=1 to 100; x=rannor(137);
output;

end;

run;

/* Simulation von Y = 1+42*x + epsilon*/

/* Simulation eines Stellvertreters mit additiven Messfehler */
data sim ;

set sim; su=2; /* Messfehler std*/

y= 14+2*x+0.3*rannor(123); w= x+su*rannor (167) ;

run;
/* Plot Zusétze griin fiir die wahren und blau fiir die Stellvertreter */
symboll ¢ = green V = dot; symbol2 ¢ = blue V = dot;

proc gplot data = sim;

symbol i=none; plot y*x y*w /overlay; /* Scatterplot */

symboll i=r; /* Regressionsgeraden */ symbol2 i=r;

plot y*x y*w/ overlay;

run;

Results

.
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.
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Effekt eines additiven Messfehlers auf lineare Regession

> Angenommen wird hier ein Messfehler, der nicht in Abhéngigkeit mit der Zielgrole steht (ex-
tremes Beispiel)
> Messfehler — oo = [ — 0, d.h. Steigung der Regressionsgerade — 0.

11.2.2 Das beobachtete Modell in der linearen Regression

EY|W) = o+ BLE(X|W)

Angenommen X ~ N(pu,,02), das beobachtete Modell ist:

EYW) = B+/W
2
* Oy
ﬂl - O'% +0_351
0.2
x z

2 2 2
* * 2 ﬁlauaz
Y -5 —-BiW ~ N(O,O’E+U%+0_3>
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e Das beobachtete Modell ist immer noch eine lineare Regression !

2
e Abschwéchung von ; durch den Faktor 0211'02
”Reliability ratio” \

e Verlust von Prézision (hoherer Fehler-Term)

X px ox? ox?
> Wenn (W)NN[(,LLX>’<UX2 ox? + op?
[Cov(X,W) =Cov(X,X +U) =Cov(X,X)+ Cov(X,U)=0x?+0 , daX,U unabhéingig]

= E(X|W) ist explizit berechenbar:

E(XW) = — 2% o
W) = oV T~ X

11.2.3 Identifikation
> Ich habe gemischte Daten (W und Y). Kann ich meine Daten schétzen?
(ﬁ07615u170270570’?) — [KW]
— My Hw, 0—57 0-'(21)7 Owy

(Bo, Br, pras, 02,02, 02) und (B3, 57, pe, 02 + 02,0, 0.) ergibt die gleichen Verteilungen von (Y, W)

T urvE

> Ich habe 5 Parameter (rechts) zur Verfiigung, aber 6 Einflussgroien (links) — Wenn ich also keine
Informationen zu den Messfehlern bekomme, kann ich nichts machen.

— Die Modell-Parameter sind nicht identifizierbar

Wir brauchen zusétzliche Informationen (kénnen z.B. aus anderen Studien herangezogen werden),
z.B.

e o, ist bekannt oder kann geschétzt werden

e 0, /0. ist bekannnt (orthogonale Regression mit exakten Zusammenhang Y = Gy + 01 X)
Das Modell mit einer anderen Verteilung von X ist identifizierbar mit hohere Momente.

Beachte, dass das beobachtete Modell von der Verteilung von X abhéngt. Es ist keine lineare
Regression, wenn X nicht normal ist:

=

-2

Effekt eines Messfehlers auf die lineare Regression, wenn X gemischt normal ist
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11.2.4 Naive KQ-Schatzung

Steigung:
B _ Syw n—o Oyw (;) Oy (*:*)6 « Ui
" Sz o~ oi+or ' altol
Intercept:
~ % Tr N—00 Jg _ 0925
Bon 7/61nW"*ﬂy761*03+05*ﬂw*50+ﬂ1* 170’%4‘0’3 * Lo
Residuen-Varianz:
2 2 2
_ n—oo 92 ﬁlUuO'w
MSE = Sy—pon-pnw "= =0+ 57205

> (%) Cov(Y,W) =Cov(Y, X +U) = Cov(Y,X) + Cov(Y,U) = Cov(Y,X) ,daY,U unabh.
> (xx) Cov(Y, X) = Cov(fo + 1 X + ¢, X) = p1Cov(X, X) = frok
> standardméflige Ubertragung auf die multiple Regression.

11.2.5 Korrektur von Abschwachung

> Um Abschwichung zu korrigieren wird ,hochmultiplizieren® notwendig. Dies geschieht mittels
dem bekannten o2, wordurch die Varianz ,,aufgebliht* wird: V(31) > V(B1,)

A A ai + o’i
b = Bin——=
O-CE
A a S2
p = 51n527j)2
. . s (8202
Bo = Pon— b1 (S2> w

11.2.6 Berkson-Fehler in einfacher linearer Regression

Y = B+ +e
= W+U, U,(W,)Y)indep., E(U)=0

10 . J_,r/

i “s .“ - «

- :‘ '.’.’ L} M
. P .s.ﬂif;' g

. * o

° AT
- 'fi. Be .t .
B ree 00
Y .
1o D
s -

Effekt von Berkson-Fehler in der linearen Regression

> Die Punktewolke verandert sich, aber die Steigung der Regressionsgerade bleibt gleich.

> Herleitung:

E(Y W) = Bo+ BEX|W) = o+ 5 EWU+W|W) = b+ 5 W + B1EU) = fo + HW
Der Unterschied ergibt sich durch die Varianz: Var(Y|W) = 02 + 103
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11.2.7 Beobachtete Modell
EY|W) = fo+ /W
VYIW) = o2+ 8x0
e Regressionmodell mit gleichen §
e Messfehler vernachléssighar

e Verlust von Préazision

11.2.8 Binare Regression

Logistisch mit additiven non differential Messfehler

P(Y =1[X) G(Bo + 1Y)
G(t) = (1+exp(—t)~"
W o= X4U

Beobachtete Modell:
PY=1w)= [ P(Y =1|X,W)f jwdx
— [ PO = 1) o

Wenn wir einen additiven Messfehler brauchen und und U sind normal, dann ist
normal

P(Y =1|W) Z/G(ﬁo+ﬁ1 ) fxwdx

11.2.9 Einfach Logistisch

D8

3 2 a 0 1 2 3

Legend
true
observed

Effekt eines additiven Messfehler in logistischer Regression
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11.2.10 Linear Approximation

Legend

chserved
lin approx

Beobachter und G(B; + 7 X )in logistischer Regression

11.3 Methoden
e Regression Kalibrierung

e Simulation und Extrapolationsverfahren (SIMEX)

11.3.1 Regression Kalibierung

Diese einfache Methode wird weit verbreitet eingesetzt. Sie ist durch verschiedene Autoren angeregt
worden: Rosner et al. (1989) Carroll and Stefanski(1990)

1. Finde ein Modell fiir E(X|W, Z) durch Bereinigung der Daten oder Reproduktion
2. Ersetze das nicht beobachtete X' durch die Schétzung E(X|W, Z) im Haupt-Modell

3. Korrigiere die Varianzschitzung durch Bootstrap-Verfahren oder asymtotische Methoden

e Gute Methode in vielen praktischen Situationen
e Kalibrierte Daten kénnen eingebunden werden

e Probleme in hoheren nicht-linearen Modellen

e Berkson Fall: E(X|[W)=W —
einfache Schitzung = Regression Kalibrierung

e Klassisch : Lineare Regression von X auf W
o2

E(X|W) = * Wt px (1 — =)

U'w

2
oz
Korrektur fiir die Schwachung in linearen Modellen

e Klassisch mit der Annahme von gemischten Modellen:

E(X|W) =PI =1W)*E(X|W,I=1)
LP(I=2)W)* E(X|W,I=2)
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11.3.2 SIMEX: Grundidee

Der Effekt eines Messfehlers auf einfache Schiatzung wird durch ein Simulations-Experiment analysiert:

Lineare Regression:

Fiir die Messfehlervarianz o2, in einer einfachen linearen Regression von Y auf Wwird
. o?
phm ﬁf*mz = 5" ﬂf

O’?—‘r(l-’-/\m)'a'&

geschétzt.
Im Allgemienen haben wir eine Funktion 3, (c2).
Offensichtlich 3, (0) = § (kein Messfehler)

11.3.3 Der SIMEX Algorithmus

Wir nehmen den additiven Messfehler an mit bekannter oder geschiitzter Varianz o2

1. Berechne den einfachen Schiitzer £, := (5(0) 1.5
9. Simulation: ":‘— SIMEX Schétzung
Fiir ein festen Grid von A\,z. B. A =0.5,1,1.5,2 *
Firb=1,... B o
Simuliere neue fehlerbehaftete Regressoren £ ‘\
Wiy =W+ VAxU;p, Uy ~ N(0,02) g .,
Berechne die (einfache) Schiitzung von (3 basierend £ " +—Naive Schatzung
auf [Y;, W@b] 0.5
Berechne den durchschnitt iiber b 3()) e
Schatzungen unter -
3. Extrapolation: R kinstlichem Messfehler  —— ™~
Passe die Regression B(A) =g(\,v) an s . o : =
Bsimem = g(_L ’3/) A

11.3.4 Extrapolation Funktionen

Linear : g(A) =7 + 71\

Quadratisch : g(\) = y0 + 71\ + 72 * A2
V2

Nicht-Linear : g(A) =1 +

e Nicht-lineare Regression ist motiviert durch lineare Regression

e Quadratisch ist fiir viele Beispiele gut geeignet

11.4 Zusammenfassung

1. Fiir das Messfehler-Modell grundlegend:
In vielen Féllen hohe Differenz zwischen Berson-Effekt und Klassischen Messfehler!

2. Additiver klassischer non differential Messfehler fiihrt zu einer Abschwéichung
3. Man kann viele Methoden benutzen, z.B. Likelihood

4. Regression Kalibrierung funktioniert in vielen Féllen
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12 Bayesianische Inferenz im linearen Modell

12.1 Ansatz

Parameter des Modells: Zufallsgréfien mit (unbekannten) Verteilungen.
Vor der Erhebung: a priori-Verteilung p(f)

Nach der Erhebung: a posteriori-Verteilung p(6|D)

Der Satz von Bayes liefert das Werkzeug zur Berechnung von p(6|D)

0)-p(6
pOID) = THEREDG < p(Dle) - p(o)
7 7
Posteriori o Likelihood Priori

12.2 Gammaverteilung

Eine ZV X ist gammaverteilt, wenn fiir seine Dichtefunktion gilt:
f(z) o< 2% Lexp(—bx)

fiir @ > 0,b > 0. Schreibweise: X ~ G(a, b).

Es gilt:
E(X) = ¢
Var (X) = %
Modus(X) = 21 fira>1
Speziell: a = b=1

t (zentral) x2-verteilt mit n Freiheitsgraden.

w0 N

5
= X ~x%n,0) Xi

12.3 Inverse Gammaverteilung

Sei X ~ G(a, b), dann ist Y = X ! invers gammaverteilt mit Parametern a und b.
Schreibweise: Y ~ IG (a, b).

Es gilt:
E(Y) = Lfira>1
Var (Y) = % fira > 2
Modus (Y) = (%H
—a—1 b
fly) <y exp —5 .

12.4 Multivariate t-Verteilung

Ein p-dimensionaler Zufallsvektor X heifit multivariat t-verteilt, falls fiir eine Dichtefunktion gilt:

(2= p)E @ —p)]
fa) o 1+ a ]
Schreibweise:
X ~t(v, 1, 2).
Es gilt:
EX) = pu firv>1
V(X) = JSXfirv>2.

Jeder Subvektor von X ist wieder multivariat ¢ verteilt mit v Freiheitsgraden und den entsprechen-
den Subvektoren/Submatrix aus p und X.
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12.5 Normal-Gamma-Verteilung

Eine Zufallsgrofie = (5, 7) mit
B: p' x 1-dim. Zufallsvektor
7: Skalar besitzt eine Normal-Gamma- Verteilung

Schreibweise: NG(fo, 2o, a, b), wenn
£(0) = f(B,7) = f(B]T) - f2(7)

mit
BT~ N(Bo, 7 '%0) und 7~ G(a,b).
Es gilt: Ist (8,7) ~ NG (0o, X0, a,b), so ist die marginale Verteilung von S multivariat t-verteilt:

ﬂ ~1 (20‘)507 220) .

12.6 Inferenz bei bekannter Kovarianzmatrix >
y|f ~ N(Xp3,X) ¥ bekannt

B~ N(Bo,Xo)
Posteriori-Verteilung von [ ist Normalverteilung mit
E@Y) = (XX +3H) " 1(X'S7Y 4+ 251 6o)
VYY) = (X'STIX +3,h)7!

12.7 Andere Darstellung und Spezialfille
P=%x"!'P,=%"! “Prizision”
BlY ist NV mit E(B]Y) = (X'PX + Py)"Y(X'PX + Pyf)
und Prézision X'PX + Py

Sonderfille:
Homoskedastischer i.i.d. Fall: ¥ = 2]

1 1
BIY ~ N | (XX + P) M XY + Poflo), o (X'X + Py ) ™!

“Vollige Unwissenheit” Py — 0
BlY ~ N(X'X) ' X'Y,0?(X' X))

12.8 Inferenz bei unbekannter Prazision 7

Sei Y| 3,7~ N(XB,77) und (8,7) ~ NG (B, X0, a,b) mit
Y: n x 1-dim. Zufallsvektor

B: p' x 1-dim. Zufallsvektor.

Dann ist 8,7]Y ~ NG(B*, £*,a*,b*) mit

gt = (XX +35)7H XY + 55" 6o)

o= (XX +35ph)7?

at = a+2

b = b+§[Y’YfB*]

B* = (XY —X,'60)(X'X + 25~ HX'Y + 25 Bo).

12.9 Inferenz mit “Jeffrey’s prior”

Sei Y| 3,7~ N(XB,77) und f(3,7) x 771 (“Jeffrey’s prior”).
Dann ist 8,7|Y ~ NG(8*,%*, a*,b*) mit

ﬂ* — (XIX)le/Y

2= (X'X)7!

af = n—2p/

o= LYY -V X(X'X)IX'Y].



